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Prefazione V 
 
PREFAZIONE 
Questa tesi ha per oggetto un approfondimento dello studio del 
comportamento meccanico dei materiali elastici lineari anisotropi, per 
i quali non è utilizzabile la semplice trattazione elastica lineare 
isotropa applicata ai materiali costruttivi più largamente impiegati 
(acciaio, calcestruzzo con coefficienti di omogeneizzazione…). 
Infatti materiali come il legno o i compositi a causa della loro 
natura, cioè la presenza di direzioni preferenziali per sforzi o 
deformazioni al loro interno, necessitano di una differente relazione 
costitutiva e di conseguenza un’analisi più complessa; non solo, si 
hanno nuove problematiche sia per quanto riguarda i criteri di rottura, 
sia soprattutto per la progettazione. 
 
Si ritiene però necessario per un progettista la conoscenza e 
l’abilità di usufruire del materiale che consenta di ottenere il miglior 
risultato possibile, ampliando il proprio campo d’azione (i materiali 
compositi date le loro caratteristiche, si possono utilizzare in 
particolare per il consolidamento ed il rinforzo degli edifici esistenti, 
cercando di evitare così altri disastri a seguito di calamità naturali). 
In questa sede però, verrà trattato semplicemente il legame 
costitutivo, partendo da una visione più generale per materiali 
anisotropi e specificando via via le proprietà e le semplificazioni 
dovute alle simmetrie materiali, fino ad arrivare alla descrizione del 
comportamento isotropo. Si introdurrà il modello di calcolo da 
adottare, con una serie di esempi ed applicazioni numeriche, in 
particolare trattando le rappresentazioni grafiche dei legami 
costitutivi; ciò con l’obiettivo di “spianare” la strada sciogliendo le 
perplessità relative alla trattazione, cercando di richiamare la curiosità 
e spronare verso l’uso di nuovi materiali.      
 
Si è raggiunto l’obiettivo finale di una trattazione che ben 
descrive i legami costitutivi e riesce a tastare un buon numero di 
argomenti d’importanza notevole, quali le prove sperimentali, i 
materiali compositi, il metodo polare di Verchery… cercando di 
stimolarne l’approfondimento. Infine, un occhio di riguardo è stato 
posto per i materiali ortotropi e la loro rappresentazione, con vari 
metodi opportunamente introdotti, rendendo così visibile le loro 
caratteristiche meccaniche e gli “effetti” di un legame costitutivo non 
isotropo.  
 
 
 
 

Prefazione VII 
 
INTRODUZIONE 
La presente tesi è divisa in tre capitoli. Nel primo vengono 
esposte, in maniera molto riassuntiva, le ipotesi preliminari necessarie 
per affrontare l’analisi dei corpi continui, partendo da quella di 
continuità, fino a concludere con considerazioni termodinamiche.  
Nel secondo capitolo viene descritta la trattazione più generale 
possibile della relazione tra il tensore degli sforzi ed il tensore delle 
deformazioni, ovvero il legame costitutivo; sviluppando la 
formulazione energetica per materiali iper-elastici. A partire dal caso 
più complessivo, di materiale anisotropo, fino a quello più semplice, 
di materiale isotropo; con particolare riguardo al legame costitutivo 
dei materiali ortotropi. Il capitolo si conclude con la interpretazione 
dei moduli elastici, ed un’illustrazione qualitativa delle prove 
sperimentali necessarie per ricavare le proprietà intrinseche dei 
materiali. 
Nel terzo capitolo si sono descritti i vari metodi di 
rappresentazione possibili del legame costitutivo, sviluppando qualche 
esempio per alcuni materiali, specialmente compositi di largo 
impiego, così da mostrare graficamente i pregi e i difetti di materiali 
non isotropi. 
 
 
 
 
 
 
 
 VIII 
RINGRAZIAMENTI 
A tutti coloro che mi hanno supportato e spronato durante 
questo percorso, con la speranza di riuscire a migliorarsi sempre più.
 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
I MATERIALI ELASTICI ANISOTROPI 
 
 
 

 3 
Capitolo 1 
 
INTRODUZIONE ALLA MECCANICA DEI 
CONTINUI 
1.1 Ipotesi preliminari 
 
È necessario introdurre delle ipotesi di partenza relative ai corpi su cui 
nel seguito verrà sviluppata la trattazione. Si richiamano perciò alcune 
di esse, rimandando a testi più approfonditi per una completa 
definizione dei fondamentali della meccanica dei corpi continui. 
Si sfrutta questa parte iniziale anche per meglio specificare le 
notazioni e le nomenclature utilizzate in questo testo per rendere più 
semplice la comprensione. 
1.1.1 Mezzi continui 
 
Si adotta un modello matematico che suppone il corpo generico sotto 
studio come un mezzo continuo in cui le posizioni mutue dei punti 
possono variare; tale modellazione considera la materia del corpo 
distribuita con continuità ed uniformità nello spazio da esso occupato, 
ovvero senza lasciare spazi vuoti.  
Tutto ciò dipende in particolare dalla scala del punto di vista 
con la quale si focalizza l’attenzione sull’oggetto; infatti a livello 
microscopico i corpi sono visti come agglomerati di atomi e molecole 
legati tramite particolari legami ed ordinati secondo un caratteristico 
reticolo cristallino; quindi, un tale sistema, non può in alcun modo 
essere definito come un tessuto continuo. 
Al livello macroscopico invece si può ignorare la composizione 
discreta della materia considerandolo un mezzo continuo, ovvero una 
distribuzione continua di punti materiali ad un determinato istante.  
Più precisamente, come continuo, si considera un insieme di 
punti materiali che possegga una ben definita misura d’insieme, la 
massa, supposta una funzione continua, alla quale resti associata una 
massa specifica in qualsiasi istante di tempo. 
Perciò fissata una configurazione di riferimento del corpo ad 
un determinato tempo t, dove Ω rappresenta la regione regolare del 
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corpo (infatti si escludono quelle parti non regolari, richiedendo che la 
tangente al corpo sia continua e definita con continuità), ?Ω una 
regione regolare infinitesima, mentre ρ (x, y, z) = ρ (P) rappresenta la 
densità di massa nel punto P, corrisponde a porre: 
 
M =  ∭ ?(?, ?, ?) ??Ω   (1.1) 
Che fornisce la massa totale del corpo; 
 ? = 	lim														?Ω→? ??????   (1.2) 
 
Che fornisce la densità nel punto P. 
Questa definizione non trova limite finito nel caso in cui si 
abbiano masse concentrate, serve perciò una distribuzione regolare di 
massa perché esista e sia finito tale limite. 
Questa assunzione può effettuarsi sui sistemi solidi o liquidi, 
pur non corrispondendo alla realtà molecolare, poiché il 
comportamento su scala macroscopica di tali corpi viene predetto con 
ottima approssimazione grazie alle teorie basate su di essa. 
 
 
In definitiva possono definirsi continui i sistemi che:  
 
• Siano osservati in scala macroscopica; 
 
• Posseggano dimensioni molto maggiori rispetto al raggio 
atomico; 
 
• Non siano sistemi rarefatti; 
 
• Le dimensioni dei fenomeni osservati che li interessano 
siano sufficientemente grandi in modo da poter trascurare la 
struttura molecolare della materia. 
 
Assumendo questo modello fenomenologico adatto per i corpi 
continui, è possibile studiare qualsiasi parte infinitesima contenuta nel 
sistema stesso, poiché essa conserverà le caratteristiche e le proprietà 
del corpo originario o di qualsiasi altro volume finito di materiale.  
In pratica quando si parla di un “punto” nella teoria dei 
continui ci si riferisce ad un minuscolo volume di materiale, che però 
preservi le caratteristiche del corpo macroscopico. 
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1.1.1.1 Definizione di corpo continuo di Cauchy 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 1.1 – Il corpo continuo 
di Cauchy 
 
Dato un corpo che occupa una regione regolare Ω dello spazio 
Euclideo, nella sua configurazione iniziale ξo  e che interagisce con 
altri corpi, scambiando forze di ogni genere, o che sia soggetto ad altri 
agenti esterni. Preso un qualsiasi punto interno al corpo P ed un suo 
intorno infinitesimo ?Ω;  si possono definire le quantità: 	
• ? rp   La risultante delle forze esterne applicate ai punti     
dell’intorno ?Ω 
  
• ? mp  Il momento risultante delle forze esterne applicate ai 
punti dell’intorno ?Ω  
 
• ?V   Il volume dell’intorno	?Ω  
 
Il corpo è detto “corpo continuo di Cauchy” se esiste e 
converge ad un valore finito il limite: 
 ???													?Ω→? ?	???	? = ?                  (1.3) 
 
 ???														?Ω→? ????	? = 0                  (1.4) 
 
Il primo limite (1.3) esclude quindi la presenza di forze concentrate, 
permettendo solo la esistenza di forze distribuite;  
dal secondo limite (1.4) invece, si può dedurre che sul corpo non 
devono agire né coppie concentrate, né coppie distribuite (ad es. 
campi magnetici). 
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Dove quindi ? rappresenta una forza distribuita ed è detta 
forza di volume o forza di massa e dimensionalmente corrisponde ad 
una forza per unità di volume ? ????.È da notare però che è possibile 
estendere questa definizione anche ad alcuni di questi casi esclusi, 
seppur con certe considerazioni. 
 
Tutto ciò quindi è valido per quanto riguarda i punti interni al 
corpo, per quanto concerne invece i punti della frontiera ∂Ω, scelto un 
generico punto Q appartenente ad essa e relativo all’intorno ?∂Ω si 
hanno le relazioni: 	
• ? rr  La risultante delle forze esterne applicate ai punti 
dell’intorno ?∂Ω 
 
• ?mr  Il momento risultante delle forze esterne applicate ai 
punti dell’intorno ?∂Ω 
 
• ?A   L’area  dell’intorno	?∂Ω  
 
Il corpo è detto “corpo continuo di Cauchy” se esiste e converge ad 
un valore finito il limite: 
 	???														? ?Ω→? ?	???	? = ?                  (1.5) 
 
 	???														? ?Ω→? ????	? = 0                  (1.6) 
 
Dai quali si possono trarre deduzioni del tutto analoghe al caso 
precedente, ma inerenti questa volta alla frontiera del corpo. 
In questo caso però ? rappresenta una forza distribuita ed è 
detta forza superficiale; dimensionalmente corrisponde ad una forza 
per unità di area ? ????. 
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1.1.2 Mezzi deformabili 
 
Un corpo è detto deformabile quando le posizioni relative dei suoi 
punti variano a causa dell’azione di agenti esterni. 
Lo scopo dell’analisi della deformazione è quello di studiare in 
che modo avviene il cambiamento di posizione relativa fra i vari punti 
materiali del corpo tra la configurazione di riferimento e quella finale. 
I corpi che verranno studiati apparterranno al modello di 
deformazione dovuto a Cauchy, per i quali un moto è puramente 
rigido quando la distanza tra due punti qualsiasi del corpo non cambia 
durante il processo evolutivo (ovvero le componenti di spostamento 
parallele alla congiungente dei due punti sono le medesime). Perciò 
solamente quando la distanza tra i punti del corpo vari, a seguito di 
una trasformazione, esso sarà detto deformato. 
 
 
 
F
i
g
u
r
a
 
1.2 – Processo di trasformazione del corpo 
 
Quindi dato un corpo di Cauchy nello spazio Euclideo che occupa uno 
spazio regolare Ω e fissata una sua configurazione iniziale di 
riferimento ξo (la quale può anche non essere mai occupata dal corpo). 
Esso  subirà delle trasformazioni, che non saranno necessariamente 
delle deformazioni, e passerà ad altre configurazioni denotate con Ω1, 
Ω2 e così via (vedasi fig. 1.2). 
Questo processo è soggetto ad una legge di trasformazione:  
 ???? ∶	    V  →  V           (1.7) 
 
Ovvero una funzione di trasformazione vettoriale, la quale deve 
possedere le seguenti proprietà (si veda figura 1.3): 
 
1. Continua 
 
2. Ad un sol valore 
 
3. Invertibile 
 
4. Regolare (differenziabile fino all’ordine richiesto)  
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Figura 1.3 – Trasformazioni non consentite al corpo 
 
Si richiede cioè, che la trasformazione avvenga senza la presenza di 
discontinuità, lacerazioni, sovrapposizioni od intersezioni dei punti 
appartenenti al corpo. 
Definiamo infine il gradiente della trasformazione 
 ?	 = ????? ??? 	= ????	????                 (1.8) 
Ovvero il tensore che prende un generico vettore infinitesimo dx 
congiungente due punti del corpo P0* e P0 della configurazione 
iniziale e lo trasforma nel vettore infinitesimo dy che congiunge i 
medesimi punti, ma nella configurazione finale P e P* (fig. 1.4). 
 
 
 
Figura 1.4 – Trasformazione del vettore posizione 
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Esprimendo questo tensore in forma matriciale, si ha: 
 
? =	
???
???	
	??? ??? ??? ??? ??? ?????? ??? ??? ??? ??? ?????? ??? ??? ??? ??? ???
		
???
???
                 (1.9) 
 
Grazie ad esso si possono caratterizzare tutte le variazioni di 
lunghezza, angolari, volumetriche… ma ciò esula da questo testo. 
Definendo rapidamente anche il tensore rappresentante il 
gradiente del vettore spostamento: 
 ? = ????? ??? 	= ????	?	??? = ? − ?                 (1.8) 
Che può scomporsi nella somma di un tensore simmetrico ?  che 
rappresenta il tensore della deformazione infinitesima e di un tensore 
antisimmetrico ? che rappresenta il tensore della rotazione rigida 
infinitesima. 
 
In sostanza, i continui deformabili si possono pensare come sistemi 
con “infiniti” gradi di libertà e le equazioni di moto assumono la 
forma di equazioni differenziali alle derivate parziali. 
1.1.3 Mezzi lineari elastici 
 
 Una caratteristica peculiare dei materiali 
elastici è la stabilità della risposta 
elastica; in termini analitici si esprime 
richiedendo che i grafici del legame 
elastico siano strettamente monotoni 
crescenti (fig 1.5).  
Ciò comporta inoltre che il potenziale 
elastico ? sia strettamente convesso. 
Tale proprietà comporterebbe anche altri                          
risultati a livello matematico, relativi ad                       
esempio alla rigidezza e cedevolezza 
elastica tangente, ROMANO (2002). 
 
          Figura 1.5 – Stabilità dell’equilibrio elastico                            
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L’ipotesi di elasticità è fondamentale per la storia deformativa; infatti, 
deformativa del suo intorno ?Ω. Lavorando però solo in campo 
elastico non si è più influenzati dalla deformazione che può aver 
subito il corpo precedentemente, poiché esso non è soggetto a 
deformazioni permanenti, ma solo istantanee e conseguenti ad un 
carico applicato lentamente che subisce una serie di incrementi 
infinitesimi. Infatti, secondo l’ipotesi fatta, una volta rimosso il fattore 
agente che ne abbia comportato uno stato di tensione interna e quindi 
di deformazione, il corpo ritorna invariato alla sua configurazione 
iniziale, senza tracce di quanto accaduto. 
 
Si può definire elastico lineare un materiale che abbia un 
legame costitutivo elastico, ossia quando la relazione tra il tensore 
degli sforzi  ?  e quello delle deformazioni ?, risulti direttamente 
proporzionale.  
Nell’ipotesi di piccoli gradienti di spostamento anche le 
componenti  ??? di deformazione saranno piccole e si vedrà nel seguito 
che, sviluppando il legame costitutivo in serie di Taylor, sarà possibile 
approssimare al primo termine non nullo (poste però certe condizioni 
sulla configurazione iniziale).  
Si noti, infatti, che la teoria dell'elasticità lineare si basa 
sull'ipotesi che sia lo spostamento u che il suo gradiente ∇? siano 
piccoli; in tal caso, non si fa più distinzione tra la configurazione di 
riferimento e quella assunta dopo la trasformazione. 
Così facendo, le deformazioni prodotte all’interno del corpo a 
causa della tensione applicata, dipendono dalle caratteristiche fisico-
meccaniche del materiale che lo costituisce. Queste caratteristiche si 
determinano in modo sperimentale, attraverso prove meccaniche, ed il 
comportamento del materiale è caratterizzato mediante le equazioni 
costitutive.  
Nel caso più generale, una singola componente di tensione può 
provocare deformazioni in tutte le direzioni; questo è il caso dei 
materiali fortemente anisotropi. 
1.1.4 Mezzi omogenei 
 
I corpi analizzati si ritengono, per semplicità, come mezzi continui ed 
omogenei; ovvero posseggono le medesime proprietà e caratteristiche 
in ogni punto interno, in particolare, tutte le grandezze relative 
perdono così la dipendenza dalle coordinate del punto in cui vengono 
calcolate, rimanendo invariate per qualsiasi altro.  
Si noti inoltre che un materiale non omogeneo può essere 
isotropo in alcuni punti e anisotropo in altri, quindi la materia interna 
al corpo non possiede un unico legame costitutivo. 
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Come già detto per la ipotesi di mezzo continuo, si lavora con una 
visione macroscopica del materiale e della scala dell’applicazione, in 
fase di progetto quindi è consuetudine trascurare le eterogeneità. 
Così facendo si ottiene una trattazione meccanica nettamente 
più semplice, ma è richiesta una caratterizzazione sperimentale ben 
mirata per le diverse composizioni del materiale o, nel caso di 
materiali compositi, per le possibili disposizioni delle fibre al suo 
interno. 
Esistono teorie e modelli di omogeneizzazione che consentono, 
a seguito della analisi di un volume elementare rappresentativo del 
materiale eterogeneo, di schematizzarlo come un mezzo omogeneo 
tramite delle leggi dette appunto di omogeneizzazione, basate 
sull’ipotesi di perfetta aderenza tra gli eventuali componenti (come si 
fa ad esempio con il calcestruzzo armato). 
 
1.1.5 Trasformazioni isoterme 
 
La definizione di materiale iperelastico è ricavata dalla pura teoria 
meccanica, nella quale la temperatura e l’entalpia non hanno nessuna 
importanza; l’unica dipendenza è quella del gradiente della 
trasformazione. 
Si può notare però che dalla trattazione termoelastica (si 
consultino testi specializzati per lo sviluppo della trattazione termica 
dei mezzi continui) si ritrovano alcuni risultati concordanti.  
Ad esempio l’energia libera di Helmholtz coincide con 
l’energia interna, che a sua volta è rappresentata dalla funzione φ 
ovvero il potenziale elastico, che descriveremo in dettaglio nel seguito 
ROMANO (2002). 
  
1.1.5.1 Deformazioni termiche 
 
I materiali isotropi soggetti ad una variazione di temperatura uniforme 
subiscono una deformazione uguale in tutte le direzioni, esprimibile 
secondo la seguente relazione: 
 ??,?,? = 	?	(	? − ??) = 	?∆?                 (1.10) 
 
Nella quale ?? e ? sono rispettivamente la temperatura iniziale 
(alla quale il solido si considera indeformato) e quella finale mentre α 
è il coefficiente di dilatazione termica, che può variare con la 
temperatura. Il termine destro delle (1.10) deve essere sommato quindi 
a tutte le deformazioni. 
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In termini tensoriali si può rappresentare la distorsione termica come 
un tensore sferico: 
 ?? = 	?	∆?	?                 (1.11) 
In generale invece se il materiale non è isotropo questa deformazione 
sarà differente nelle diverse direzioni, a seconda delle simmetrie 
elastiche, quindi si dovrà sommare anche una parte deviatorica. 
Inoltre, come ben noto, se i vincoli impediscono queste 
deformazioni si creano delle tensioni all’interno del materiale, dette 
autotensioni, per contrastarle; in caso contrario, il corpo si dilaterà. 
Per semplificare la trattazione svolta verranno omesse queste 
deformazioni e quelle dovute a pre-sollecitazioni. Nel caso fossero 
presenti, come già detto, è sufficiente sommare alla deformazione 
elastica quella termica o una eventuale deformazione impressa. 
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TEORIA DELLE RELAZIONI COSTITUTIVE 
Rappresenta quella teoria capace di interpretare le differenze fisiche 
esistenti fra i vari materiali di cui i corpi possono essere costituiti. 
2.1 Introduzione 
 
L'analisi della deformazione tratta esclusivamente un problema di tipo 
cinematico, quindi geometrico: 
  
Ricavare le relazioni che sussistono tra spostamenti e deformazioni in 
grado di assicurare la congruenza, e cioè la compatibilità cinematica. 
 
L'analisi della tensione tratta esclusivamente un problema di tipo statico:  
 
Determinare le relazioni tra forze esterne e tensioni interne che 
garantiscano l'equilibrio. 
 
Il principio dei lavori virtuali, che possiede invece carattere statico e 
cinematico, consente di correlare gli aspetti duali dell'equilibrio e della 
congruenza. 
 
Si nota allora che in nessuna delle relazioni ricavate precedentemente 
è stato tenuto conto della natura del materiale di cui è costituito il 
corpo. Le equazioni di congruenza, quelle d'equilibrio ed il principio 
dei lavori virtuali valgono infatti per qualunque mezzo continuo a 
prescindere dalla natura del materiale. 
Appare allora necessario, da un punto di vista fisico, 
determinare le relazioni che permettano di tener conto dell'effettivo 
comportamento del materiale di cui è fatto il corpo da studiare; queste 
relazioni sono dette “legami costitutivi”. 
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2.2 Il legame costitutivo 
Il legame costitutivo corrisponde usualmente ad una restrizione 
imposta allo stato di deformazione o di tensione, oppure di entrambi. 
Questa definizione porta alla suddivisione in due grandi classi di 
relazioni: 
 
• Relazioni che legano lo stato di deformazione con quello di tensione. 
Ovvero le equazioni relative ai materiali elastici, elasto-
plastici, visco-elastici… 
 
• Relazioni che restringono la classe delle deformazioni possibili. 
Relativa ad esempio ai corpi rigidi, capaci soltanto di 
deformazioni rigide, ed ai corpi incomprimibili. 
 
In questo testo si svilupperà solo il legame relativo alla prima classe. 
2.2.1 Cenni storici 
 
Storicamente il primo ad intuire questa necessità fu Galileo 
(1638) anche se egli si curò più della resistenza dei solidi che non 
della loro deformabilità. Galileo infatti, trattava i corpi come 
indeformabili e quindi rigidi. 
Robert Hooke (1678) pubblicò un trattato dal nome (in forma 
d'anagramma) “CEIIINOSSSTTUV” in cui appare una primordiale 
legge di proporzionalità tra forze e spostamenti. Dopo due anni svelò 
la soluzione dell'anagramma da lui stesso proposto in “UT TENSIO 
SIC VIS ” ovvero l'estensione è proporzionale alla forza.  
La legge di Hooke generalizzata a stati di tensione e di 
deformazione non monoassiale è dovuta infine a Cauchy (1828) che 
postulò una relazione per fornire il tensore degli sforzi come una 
funzione ad un sol valore del gradiente di spostamento: 
 ??? =	????∇??                    (2.1) 	
Sotto l'ipotesi di piccole deformazioni, si richiede inoltre, che 
del gradiente di u conti solo la sua parte simmetrica ?, ovvero quella 
che esprime la deformazione pura, e non la parte emisimmetrica ?, la 
quale governa invece le rototraslazioni infinitesime.  
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In altre parole si assume: 
 ??? =	??? ?	?	?                    (2.2) 
I materiali che seguono questa legge sono detti elastici secondo 
Cauchy.  
 
 
2.2.2 Proprietà 
 
Le leggi o legami costitutivi, sono quelle relazioni che descrivono il 
comportamento del materiale di cui sono costituiti i corpi; esse però 
devono soddisfare alcune proprietà, note anche come assiomi di Noll: 
 
1. Consistenza  
Ovvero i legami non devono contraddire le ipotesi 
precedenti, o per meglio dire, le leggi fisiche fondamentali 
(es. conservazione della massa…); 
 
2.  Obiettività o principio di indifferenza materiale 
Le leggi definite devono essere indipendenti dal sistema di 
riferimento scelto, o dalle convenzioni adottate 
arbitrariamente; ovvero indipendenti dall’osservatore; 
 
3. Principio del determinismo 
Considerando lo stato di sforzo in un punto all’interno del 
corpo, esso dovrà dipendere univocamente dalla storia 
deformativa; quando questa è nota, anche lo stato di sforzo 
corrispondente al medesimo punto è noto. 
 
4. Principio dell’azione locale 
Considerando un punto P in un corpo Ω, lo stato di sforzo 
in tale punto dipende unicamente dalla storia deformativa 
del suo intorno ?Ω, ignorando la deformazione dei punti 
del continuo esterni a tale intervallo. In particolare: 
 ? = ?? ?	?	?     per grandi deformazioni*               (2.3) ? = ?? ?	?	?     per piccole deformazioni                (2.4) 
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Come già detto, lavorando esclusivamente in campo elastico, non si è 
influenzati dalla storia deformativa poiché non si verificano 
deformazioni permanenti, ma solo istantanee. Ovvero il materiale è 
privo di memoria. 
In questo testo si considererà esclusivamente il caso di piccole 
deformazioni. *Si vedano i riferimenti bibliografici per questa 
trattazione es. LOVE (1920).  
2.3 I materiali iper-elastici 
 
Tutta la teoria sviluppata nella meccanica dei solidi è valida per 
qualsiasi materiale, fluido o sistema poiché i concetti sono dedotti 
senza mettere mai in gioco la natura del materiale costituente il 
mezzo. Sia all’interno delle condizioni di equilibrio, che vincolano gli 
sforzi interni in un mezzo continuo soggetto a determinate azioni 
esterne, sia per quanto riguarda le condizioni di congruenza esterna ed 
interna; le quali vincolano le deformazioni che tale mezzo subisce.  
Non è però possibile definire lo stato di tensione interno ad un 
mezzo continuo, soggetto a determinate forze esterne, con le sole 
considerazioni statiche e geometriche. Dal punto di vista matematico, 
risulta infatti che per la risoluzione del problema elastico siano 
necessarie, in addizione alle tre equazioni indefinite di equilibrio 
(ricavate in base a considerazioni puramente statiche), altre sei 
equazioni che colleghino mutuamente le sei componenti del tensore 
degli sforzi  ? alle sei componenti del tensore di deformazione ?. 
 Tali relazioni non possono che essere dipendenti dalla natura 
del materiale costituente il corpo ed esprimono sostanzialmente il 
modo in cui un elemento di volume si oppone a tutte le possibili 
deformazioni che possa subire. 
 
Fatta anzitutto la ipotesi di piccole deformazioni e preso un 
solido elastico anisotropo, che a partire da una configurazione iniziale 
indeformata, si deformi a seguito della azione di forze esterne; al 
cessare dell’applicazione di tali agenti esterni, il corpo, ritornerà al suo 
stato originario.  
L’energia spesa in questo processo, la deformazione, viene 
quindi integralmente restituita come fosse una tipica trasformazione 
reversibile. Un tale corpo è detto corpo “alla Green” o iperelastico. 
Più precisamente per iper-elastico o iperelastico, si intende un 
materiale conservativo, che non disperde energia, ma la conserva al 
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suo interno, immagazzinandola nella fase di carico e restituendola in 
quella di scarico, senza alcun tipo di dissipazione (in accordo con il 
principio di conservazione dell’energia).  
 
Tutto ciò avviene anche per quanto riguarda la deformazione; questa 
energia menzionata, viene detta energia di deformazione elastica U. 
2.3.1 Formulazione energetica 
Si può dimostrare che il lavoro virtuale delle forze esterne, applicate 
per un generico spostamento, corrisponde al lavoro virtuale interno; 
cioè nell’intorno di un generico punto soggetto ad una deformazione 
virtuale ????, le componenti di tensione interna compiono il lavoro  
elementare ???	????. Questo valore corrisponde quindi al conseguente 
incremento di lavoro per unità di volume. 
 
Analizzando infatti una piccola unità di volume del corpo in oggetto 
(elastico lineare “alla Green” e nell’ipotesi di piccoli spostamenti) su 
cui agiscono le forze di massa p e quelle superficiali q, queste 
comporteranno uno spostamento u. Si pensi allora di incrementare tali 
forze, rispettivamente di una quantità infinitesima δp e δq, ottenendo 
così un incremento dello spostamento δu per i punti del corpo. 
A seguito di questo aumento, le forze che già agivano sul 
corpo compiranno un lavoro infinitesimo pari a: 
 ????? = ? ?Ω δ?	?? + ? ??Ω δ?	??             (2.5) 
 
Per il principio dei lavori virtuali si ha che: 
 ????? = ?????             (2.6) 
 
Cui segue ovviamente la: 
 
 ????? = ? ?Ω δ?	?? + ? ??Ω δ?	?? = ????? = ? ?Ω ??	??							(2.7) 
 
Per un materiale iperelastico tale lavoro corrisponde, in modulo, sia a 
quello effettuato dalle forze sul corpo, sia a quello restituito dal corpo; 
tutto ciò per un qualsiasi percorso seguito. Si veda per esempio la 
figura (2.1) che mostra una proiezione su un generico piano del 
grafico ?- ? (sarebbe in realtà una rappresentazione in 6 dimensioni).  
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Figura 2.1 – proiezione del percorso 
deformativo su un piano generico. 
 
Lo stesso risultato può essere 
ricavato grazie al teorema di 
Claperyon. 
Date le medesime forze applicate 
e considerando stavolta un campo 
di spostamento cinematicamente 
ammissibile ed infinitesimale du,  
in modo tale che sia possibile 
trascurare la variazione delle 
forze agenti; allora, tramite questo 
teorema, il lavoro compiuto dalle forze applicate è uguale a: 
 ????? = ? ?Ω δ?	?? + ? ??Ω δ?	?? = ? ?Ω δ?	?? +? ?	??Ω δ?	?? =	? ?Ω δ? + ??? ??	δ?? 	?? = ? [(Ω ? + ???	?	)	δ? + ?	????(δ?)]	?? = ? ??	??	?Ω 	??             (2.8) 
 
Su questo risultato si può riflettere anche utilizzando il primo 
principio della termodinamica; infatti è noto che: 
 ????? = ?? + ??             (2.9) 
 
Dove: 
 ????? = ?(???? + ???? + ?)             (2.10) 
 
Quindi nel caso di trasformazioni isoterme ?? si annulla, ma anche 
l’energia cinetica può considerarsi nulla, essendo per ipotesi 
trascurabile la variazione delle forze applicate ed infinitesime le 
deformazioni; il termine ??, invece, si può omettere da questo 
bilancio se si assume di poter trascurare le variazioni termodinamiche 
nelle trasformazioni che interessano i mezzi continui (si hanno infatti 
variazioni termiche ed al livello molecolare ininfluenti). 
Si ottiene così: 
 ????? = ?? = ?? = ????? = ?????             (2.11) 
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Anche per questa via si deduce che d? rappresenta la variazione di 
energia potenziale interna per unità di volume, in corrispondenza di 
una variazione infinitesima dello stato di deformazione. 
Ma quanto espresso fino ad ora, corrisponde a dire che  ? ?? 
sia un differenziale esatto. Infatti condizione necessaria e sufficiente 
perché un campo tensoriale sia conservativo è che l’integrale 
curvilineo lungo qualsiasi linea chiusa Γ sia nullo: 
 ∮ ? ??? 	??? = 0             (2.12) 
 
Ecco dimostrato tramite più vie quanto già affermato, per ciò che 
riguarda la conservatività dei materiali iperelastici, le cui grandezze 
sono quindi funzioni esclusive dello stato deformativo iniziale e 
finale. 
 
Si ricordi però, che un campo tensoriale conservativo è un campo 
caratterizzato dall’essere il gradiente di una funzione ?, detta 
potenziale, di cui le componenti del tensore degli sforzi costituiscono 
le derivate parziali. In termini matematici corrisponde a: 
 ??? = ?? ?????              (2.13) 
 
Dove la relazione (2.13) è detta anche formula di Green. 
Le proprietà meccaniche di un materiale elastico sono quindi 
rappresentate dalla funzione ?, detta energia potenziale elastica per 
unità di volume, ovvero densità di energia di deformazione; funzione 
esclusiva dello stato iniziale e della deformazione finale (ciò 
ovviamente non è valido per un corpo qualsiasi, cioè non iperelastico):  
 ? = ?(?)             (2.14) 
 
Inoltre, per la stabilità della risposta elastica, il legame costitutivo è 
sempre strettamente monotono crescente e lo si può notare 
distintamente dai grafici sforzi – deformazioni per due qualsiasi punti 
scelti in esso. 
Questa condizione assicura l’invertibilità e l’esistenza di due 
operatori, rigidezza e cedevolezza; uno l’inverso dell’altro, che si 
ricaveranno nel seguito. 
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Si consideri ora il prodotto: 
 ?(??????) = 	??? 	???? +	???	????             (2.15) 
 
Dalla precedente relazione si deduce che anche il termine ???	????, 
differenza di due differenziali, deve necessariamente risultare il 
differenziale di un altro potenziale ?(???) definito come energia 
potenziale elastica complementare: 
 ?(???) = ???	????             (2.16) 
 
E conseguentemente per questa funzione valgono tutte le 
considerazioni fatte per ?, perciò è possibile ricavare che: 
 ???	 =	?? ?????                 (2.17) 
 
La (2.17) esprime le relazioni di Castigliano, ovvero le relazioni 
inverse, che forniscono i coefficienti del tensore di deformazione, noto 
il tensore degli sforzi. 
Questi potenziali restano sempre definiti a meno di una costante 
arbitraria, l’energia latente, ovvero il valore dell’energia potenziale 
elastica nello stato naturale, che convenzionalmente viene assunto 
nullo proprio nella configurazione iniziale di riferimento. 
Tale grandezza quindi, muterà unicamente in funzione della 
variazione delle ???	 o analogamente delle ???. 
Nel caso elastico isotropo il potenziale è indipendente dalla 
rotazione del riferimento (cioè gode del principio di indifferenza 
materiale); ciò non è valido, in generale, per gli altri legami 
costitutivi. 
 
2.3.2 Formulazione tramite principi variazionali 
 
Si può raggiungere il medesimo risultato sfruttando l’energia 
potenziale dell’intero solido, la quale può essere definita grazie al 
potenziale elastico, e valutando la stazionarietà, quindi l’equilibrio, 
dei funzionali che possono ricavarsi da tale quantità  
Si vedano testi specifici ad es. BUONSANTI (2010) 
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2.4 Legge di Hooke generalizzata per un corpo anisotropo 
elastico lineare 
 
Nella configurazione iniziale, in corrispondenza di forze esterne nulle 
(ossia ? = 0, ? = 0), viene usualmente nulla l’energia latente; ovvero 
che sia ? = 0. Sviluppando quindi ? in serie di Taylor ed 
approssimandolo al primo termine non nullo (ciò è lecito per le ipotesi 
fatte sul corpo, in particolare per quella di piccole deformazioni) si 
può esprimere tale potenziale come:          
 ? ?	?	? = ?????????????                (2.18) 
 
Dove gli 81 coefficienti ????? sono le componenti di un tensore del 4° 
ordine, ?, detto tensore di elasticità [9x9], noti come coefficienti o 
costanti di elasticità e rappresentativi del legame fra il tensore degli 
sforzi e quello delle deformazioni.  
Analiticamente, si può ricavare dallo sviluppo di Taylor una 
forma quadratica con 21 coefficienti, che possono ordinarsi in una 
matrice Hessiana 6x6, a cui si riduce il tensore ? grazie alle simmetrie 
da esso possedute, come si vedrà nelle pagine successive; si può 
notare inoltre, che tale matrice, coincide con la Jacobiana delle sei 
derivate parziali prime. 
In realtà, si utilizzano i tensori per esprimere brevemente ed 
operare più agilmente con le grandezze di cui si sta parlando. Esse 
infatti, corrisponderebbero a forme quadratiche ed usarle nella loro 
struttura renderebbe molto più macchinosa la trattazione, vedasi 
LOVE (1920). L’utilizzo dei tensori è nato proprio per la 
rappresentazione semplificata degli stati di sforzo interni ai corpi.  
 
L’espressione menzionata nella (2.3) può essere esplicitata con una 
relazione lineare, che rispetti le quattro proprietà descritte (par. 2.2.2), 
ricavata dalle (2.18) e (2.13); questo legame è proprio espresso dal 
tensore di elasticità o tensore di rigidezza elastica ?, ed in 
componenti tensoriali, si ottiene: 
 ? = ?	?           (2.19) 
Quest’ultima relazione, ovvero la equazione costitutiva (2.19), altro 
non è che la legge di Hooke generalizzata che stabilisce la linearità tra 
le componenti di sforzo e quelle di deformazione.                        
 
22 Capitolo 2 
 
Esprimendo la (2.19) in componenti indiciali, può riscriversi come: 
 ??? = ∑ ∑ 		????????????????            (2.20) 
 
Si riportano brevemente i punti principali della teoria Hooke: 
 
I. Comportamento completamente elastico (reversibile) o 
hookiano. La deformazione dipende linearmente dall'intensità 
della forza applicata. 
 
 
II. Un materiale solido può resistere ad una forza applicata solo 
cedendo, cioè contraendosi se sottoposto a compressione o 
allungandosi se sottoposto a trazione (ciò avviene per la 
maggior parte dei materiali). 
 
 
III. Ogni cambiamento della configurazione normale (di riposo) di 
un corpo, sia in dimensione che in forma, è una deformazione. 
Questo cambiamento è il risultato di una forza che agisce o 
sulla superficie o sul corpo come un tutt’uno. Alla nuova 
configurazione assunta sotto l'azione di forze esterne, 
corrisponde una variazione delle forze interne al solido in 
modo da equilibrare quelle esterne (tale risultato discende 
anche dal teorema di Claperyon e quindi dal lavoro di 
deformazione). 
 
 
2.4.1 Interpretazione grafica della densità di energia elastica 
 
L'energia ? immagazzinata in un materiale elastico durante la 
deformazione, è data dall’espressione: 
 ? = ?? 	?		? = ?? 	?	?	? = 	?       (2.21) 
 
Dalla quale si ottiene l’eguaglianza di Legendre: 
 ? + 	? = 	?		?	             (2.22) 
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In una rappresentazione sforzo - deformazione come in figura 2.2 si 
comprende che ? è equivalente all'area sottesa dalla curva sforzo-
deformazione, mentre l’area 
complementare ad essa 
corrisponde a	?. 
Per un materiale elastico 
lineare il potenziale elastico 
coincide, infatti, con il 
potenziale elastico 
complementare. 
          
 
Figura 2.2 – Energia di 
deformazione elastica e 
complementare, in elasticità 
lineare 
 
 
2.5 Le simmetrie del tensore di elasticità 
 
Sono possibili alcune semplificazioni del tensore di elasticità	?, 
riducendo così le sue troppo numerose componenti. 
  
2.5.1 Le simmetrie minori 
 
Ricordando infatti, che delle 9 componenti del tensore degli sforzi e 
conseguentemente quello delle deformazioni, solamente 6 sono tra 
loro distinte, si possono determinare le simmetrie minori. 
 
La prima simmetria minore è data dalla proprietà di simmetria del 
tensore degli sforzi, ovvero: 
 ??? = ???          (2.23) 
 
Esprimendo la (2.23) in componenti indiciali, si ottiene: 
 ∑ ∑ 		???????????????? = ∑ ∑ 	????????????????           (2.24) 
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Tale disuguaglianza (2.24) deve essere verificata per ogni valore di k 
ed l, quindi, coincide con il dire che: 
 ????? = ?????       (2.25) 
 
Ciò comporta la dipendenza lineare di 27 componenti, pertanto si 
riducono a 54 gli 81 elementi differenti; effettuando uno sviluppo 
analogo, grazie alla proprietà di simmetria del tensore delle 
deformazioni, si ottiene invece: 
 ?? 	∑ ∑ (????? + ?????)??????? =???? ?? 	∑ ∑ (????? + ?????)???????????           (2.26) 
 
Che corrisponde a porre: 
 ??????????? = ???????????		       (2.27) 
 
Dove questa simmetria viene verificata, poiché è sempre possibile 
scomporre un tensore nella somma della sua parte simmetrica ed una 
antisimmetrica. Con quest’ultima relazione, le componenti 
indipendenti del tensore di elasticità si riducono a 36. 
 
2.5.2 La simmetria maggiore 
 
L’esistenza del potenziale è assicurata se e solo se è soddisfatta la 
relazione dovuta a Volterra, o utilizzando il teorema di Schwarz. 
Quindi essendo ? una funzione sufficientemente regolare, basta 
verificare che: 
 ????? ?	 ??????	? = ???????	???? = ???????	????	 = ????? ?	 ??????	?	             (2.27) 
 
 
Che corrisponde alla relazione: 
 ???????? 	= ???????? 	          (2.28) 
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Ricordando che per un materiale iperelastico-lineare si ha la (2.20), la 
formula appena scritta costituisce la simmetria maggiore del tensore 
di elasticità: 
 A???? = A????	        (2.29) 
 
Dalla relazione (2.29) si deduce che il tensore di elasticità debba 
essere simmetrico, quindi può ridursi il numero delle sue componenti 
indipendenti da 36 a 21. 
 
2.5.3 La notazione di Voigt  
 
Un classico modo per rappresentare la legge di Hooke è quello 
proposto da Voigt. Sfruttando le simmetrie tensoriali si è ridotto il 
numero delle componenti considerate, è quindi possibile esprimere i 
tensori ? ed ? in vettori colonna, anziché tramite matrici, ed il tensore 
di elasticità ? in una matrice simmetrica 6x6, utilizzando un approccio 
puramente matriciale.  
 
Per convenzione, Voigt, esprime con più semplicità le varie 
componenti utilizzando indici numerici: 
 
??? =
???
?? ?? = ???? = ???? = ???? = ???	?? = ???	?? = ???	???
??
, 					??? =
???
?? ?? = ???? = ???? = ???? = ???	 = 2????? = ???	 = 2????? = ???		 = 2??????
??
        (2.30) 
 
L’utilizzo delle componenti ??? al posto di quelle tensoriali, comporta 
però dei problemi per la matrice di rotazione, come si vedrà più 
avanti. Ecco quindi che la legge di Hooke viene scritta come: 
 
???
??	
????????????
	
???
?? =
???
???
??????????????????
??????????????????
??????????????????
??????????????????
??????????????????
?????????????????????
???	
???
??	
????????????
	
???
??	   (2.31) 
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Ovvero in forma contratta: 
 ??? = [?]	???	        (2.32) 
 
Per la convenzione di Voigt usata le componenti ??? ottenute sono 
coincidenti con le componenti corrispondenti del tensore di elasticità; 
inoltre, nell’ipotesi di materiale iperelastico, la simmetria maggiore 
del tensore di elasticità comporta anche la simmetria della matrice ?. 
 
2.5.4 La notazione di Voigt per il legame inverso 
 
La densità di energia di deformazione deve essere definita positiva, 
quindi anche la matrice di elasticità deve esserlo. Questa affermazione 
implica che tutti i suoi autovalori ed il loro prodotto siano positivi, ma 
tale condizione, altro non è, che la richiesta di positività del 
determinante della matrice ?. 
Quando è valida questa condizione, ovvero i casi d’interesse, 
esiste la matrice inversa di ?, chiamata matrice di cedevolezza 
elastica		?, tramite la quale è possibile invertire il legame costitutivo 
ed ottenere le deformazioni a partire dalle tensioni. 
 
Quindi, per ricavare il tensore delle deformazioni, nella notazione di 
Voigt, si scrive il legame inverso della (2.31);  
 
???
??	
????????????
	
???
?? =
???
???
??????????????????
??????????????????
??????????????????
??????????????????
??????????????????
?????????????????????
???	
???
??	
????????????
	
???
??
 	   (2.33) 
 
Ovvero in forma contratta: 
 ??? = [?]	???	          (2.34) 
 
Dove appunto [?] è detta matrice di cedevolezza elastica e 
corrisponde a [?]??. In questo caso però, si ricavano le componenti 
degli scorrimenti angolari 	???	e non le componenti della deformazione ???; quindi gli elementi della matrice ? non coincidono con quelli                      
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dell’inversa del tensore di elasticità, chiamato tensore di cedevolezza ?, ma si ottiene: 
 ??? = ? ????? 2	?????2	????? 4	?????? =	        (2.35) 
 
???
???
???? = ????? ??? = ????? ??? = ????? ??? = 2????? ??? = 2????? ??? = 2???????? = ????? ??? = ????? ??? = 2????? ??? = 2????? ??? = 2???????? = ????? ??? = 2????? ??? = 4????? ??? = 2???????? = 4????? ??? = 4????? ??? = 4???????? ??? = 4????? ??? = 4???????? = 4????????
???
?
 
 
Dove si è omessa la parte simmetrica. 
 
In conclusione, la notazione di Voigt necessita di qualche attenzione, 
ma rimane comunque la più antica ed utilizzata. 
 
2.5.4.1 La notazione di Pedersen 
 
Si riporta brevemente la rappresentazione dell’anisotropia proposta da 
Pedersen, Walpole e Rychlewski, ancora di tipo cartesiano, che, 
seppur scarsamente utilizzata, presenta delle caratteristiche particolari. 
Confrontandola con quella di Voigt, si nota che la relazione tra 
le tensioni e le deformazioni è scritta nella seguente forma: 
  ??? = [?]	???	        (2.36) 
 
Cambiano però le convenzioni dei parametri, ovvero: 
 
??? =
????
??? ?? = ????? = ????? = ????? = √2	????? = √2	????? = √2	??????
???
?
, 			??? =
????
??? ?? = ????? = ????? = ????? = √2	????? = √2	????? = √2	??????
???
?
 ,          (2.37) 
 
 																						[?] = ? ????? √2	?????√2	????? 2	????? ?               (2.38) 
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Si ha ancora una relazione di tipo matriciale; tale modellazione, però, 
presenta il vantaggio di far mantenere al legame inverso la stessa 
forma di quello diretto. Considerando la simmetria della relazione 
inversa lo si può vedere immediatamente, basta porre: 
 ??? = [?]	???	           (2.39) 
 
Con i medesimi vettori colonna rappresentativi dei tensori di 
deformazione e degli sforzi, la matrice [?] è data dalla relazione: 
  [?] = ? ????? √2	?????√2	????? 2	????? ?         (2.40) 
 
Si deduce immediatamente che, in questo caso, le due matrici di 
cedevolezza ed elasticità sono semplicemente una l’inversa dell’altra; 
 [?] = [?]??         (2.41) 
 
In questa notazione si verifica quanto provato da Mehrabadi e Cowin 
nel 1990, ossia, che le matrici [?] ed [?] rappresentano un tensore 
doppio di R6, mentre invece, [?]  ed [?] sono semplici matrici; questo 
comporta delle differenze anche per quanto riguarda le trasformazioni, 
cioè le rotazioni dei riferimenti. 
 
2.6 Caratterizzazione dei legami costitutivi dei materiali 
 
Il legame costitutivo, come già detto, schematizza il comportamento 
macroscopico di un materiale, traducendolo in termini matematici. 
Grazie alle simmetrie indiciali, il numero di moduli elastici 
indipendenti da determinare per conoscere questa relazione si riduce a 
21, ma può essere effettuata un’ulteriore semplificazione se, oltre a 
queste, si prendono in considerazione le eventuali simmetrie materiali, 
le quali però, dipendono esclusivamente dal materiale scelto e 
differiscono dall’uno all’altro.  
I materiali, infatti, possono presentare uno o più piani di 
simmetria (ciò accade quando la loro struttura non varia se si 
considera una trasformazione che inverte la posizione di ciò che sta 
dalle due parti del piano) ed applicando così un operatore di 
simmetria, si individuano quali accoppiamenti tra tensioni e 
Capitolo 2 
 
 
deformazioni scompaiono; ciò deriva dal fatto che le simmetrie del 
materiale debbono essere rispettate anche dalla legge costitutiva. 
Le tipologie più ricorrenti e fondamentali per i comportamenti dei 
materiali elastici lineari sono: 
 
 
- Materiali Anisotropi     21 costanti (nessuna simmetria elastica) 
 
- Materiali Monoclini      13 costanti (simmetria rispetto ad un piano) 
 
- Materiali Ortotropi      9 costanti (simmetria rispetto a 3 piani ortogonali) 
 
- Materiali Isotropi        2 costanti (simmetria rispetto a qualsiasi direzione) 
 
Se viene considerato il procedimento tramite il quale si valutano gli 
effetti delle simmetrie materiali (si veda il capitolo dedicato ai 
materiali ortotropi), essendo indifferente l’ordine con cui vengono 
considerate, si può constatare che, è impossibile l’esistenza di due soli 
piani ortogonali di simmetria: un secondo piano di simmetria implica 
necessariamente l’esistenza anche di un terzo. Nel seguito, verranno 
descritti i comportamenti di queste categorie ed i moduli elastici 
necessari per la definizione del loro legame costitutivo; è bene ribadire 
che, questi risultati, forniranno una riduzione dei termini di 
accoppiamento (i quali spariranno in tutto o in parte grazie alle 
simmetrie). Tutto ciò avviene esclusivamente ponendosi in un 
riferimento di simmetria materiale; mentre in un riferimento qualsiasi, 
in generale, compaiono tutti e 21 i moduli elastici, anche se, il numero 
delle costanti tecniche per la loro definizione rimane invariato. 
 
2.6.1 Anisotropia 
 
L’anisotropia è la dipendenza di una proprietà fisica dalla direzione, 
in particolare, della risposta meccanica di un solido, tanto in rigidezza 
che in resistenza. Il comportamento anisotropo di un solido comporta 
una serie di problemi aggiuntivi rispetto al caso isotropo. 
Innanzitutto le grandezze che descrivono il comportamento 
meccanico, siano esse delle componenti tensoriali o dei “moduli 
dell’ingegnere”, non sono generalmente delle quantità invarianti, ma 
dipendono dalla direzione, quindi, non rappresentano la risposta in 
senso assoluto del materiale, ma in una direzione ben precisa. 
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Tali costanti, inoltre, sono in numero superiore rispetto al caso 
isotropo e ciò comporta un maggior numero di misure indipendenti, 
anche per quanto concerne la caratterizzazione sperimentale del 
materiale stesso. 
Si hanno complicazioni anche nelle fasi di calcolo, dove è 
necessario poter esprimere le caratteristiche meccaniche in un 
riferimento ruotato; le formule che consentono questo passaggio sono 
complicate ed onerose, rendendo così difficili molti dei problemi di 
progetto (queste formule si vedranno in dettaglio nel Capitolo 3). 
Altri problemi sono causati proprio dalla differenza 
quantitativa nella risposta meccanica direzionale, la quale può portare 
a fenomeni locali pericolosi, che normalmente non vengono tenuti in 
considerazione, soprattutto riguardo ai criteri di crisi, per i quali si 
necessita una formulazione completamente differente rispetto al caso 
isotropo. In un corpo anisotropo infatti, non è possibile scindere il 
tensore degli sforzi in una aliquota distorcente ed una idrostatica, 
poiché qualsiasi sforzo implica l’avverarsi di tutte le deformazioni, 
quindi, non si può applicare criteri di resistenza classici come quello 
di Huber-Hencky-von Mises. È richiesto, perciò, un calcolo di 
progetto e verifica molto più oneroso e delicato con i materiali 
anisotropi, piuttosto che con quelli isotropi. 
  
2.6.1.1 Significato fisico delle componenti elastiche 
 
In un materiale anisotropo dopo aver considerato le simmetrie 
indiciali, il numero dei moduli elastici indipendenti si riduce a 21. 
Fortunatamente quasi nessun materiale è puramente 
anisotropo, anche detto triclino, e può ridursi il numero di tali 
incognite grazie a simmetrie materiali o elastiche; infatti, in questi 
materiali, si riscontrano effetti meccanici totalmente differenti da 
quelli presenti nei classici materiali, elastici isotropi. Questi effetti 
sono rappresentati e quantificati dai moduli elastici, in particolar 
modo, è conveniente ricorrere ai coefficienti di deformazione, cioè 
alle componenti del tensore di cedevolezza che, come si ricaverà in 
seguito, rendono meno laborioso ed oneroso la determinazione del 
legame costitutivo. 
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Per comprendere quanto appena detto e valutare il significato fisico 
dei diversi moduli elastici, si consideri un cubo di materiale elastico 
anisotropo, sottoposto alla sola tensione normale ??;	in tal caso si può 
facilmente ricavare con la notazione di Voigt che: 
                                                             
??? =
???
???? = 	???	???? = 	???	???? = 	???	???? = 	???	???? = 	???	???? = 	???	?????
??	       (2.42) 
 
      Figura 2.1 - Deformazione subita da un cubetto di materiale anisotropo a 
seguito di una tensione normale lungo l’asse	??	VANNUCCI (2008) 
 
Quindi riportandolo in forma tensoriale:              
 ? = ? ?? = 	?????	?? ??? = 	?????	?? ??? = 	?????	????? = 	?????	?? ?? = 	?????	?? ??? = 	?????	????? = 	?????	?? ??? = 	?????	?? ?? = 	?????	?? ?	       (2.43) 
 
 
Si nota dunque che il cubo non subisce unicamente delle deformazioni 
normali, ma anche a taglio, pur essendo sottoposto esclusivamente ad 
uno stato di tensione normale monoassiale. 
Oltre al noto accoppiamento tra tensioni e deformazioni 
normali, cioè l’effetto Poisson, è presente un accoppiamento 
inesistente nel caso di un solido isotropo. 
Inoltre l’effetto Poisson non è, in linea di principio, identico 
nelle due direzioni trasversali (	???	 ? 	???	); avviene così sia un 
cambiamento di volume sia un cambiamento di forma, vedasi fig. 2.1. 
 
Allo stesso modo applicando uno sforzo di taglio puro si verificano 
accoppiamenti analoghi tra tensioni a taglio e deformazioni normali, 
oltre a quello tra sforzi di taglio in un piano e le deformazioni a taglio 
nei piani ortogonali; ovvero un analogo effetto Poisson, ma relativo 
alle tensioni e deformazioni a taglio. 
Quindi nelle matrici di cedevolezza e rigidezza si possono 
individuare gruppi di componenti responsabili dei vari effetti, diretti o 
di accoppiamento (è immediato poi trasferire queste considerazioni 
alle corrispondenti componenti del tensore ?).  
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Ad esempio nel caso della matrice di cedevolezza [?] si ha: 
 
            Figura 2.2 
Legame costitutivo per un materiale anisotropo VANNUCCI (2008) 
 
Una simile suddivisione si ottiene anche per il tensore di rigidezza ?	e 
la sua corrispondente matrice [?]. 
 
2.6.2 Materiali Monoclini 
 
Figura 2.3 – Esempio di materiale monoclino 
 
È detto monoclino un materiale che 
si comporti in modo simmetrico 
rispetto ad un singolo piano, ovvero 
quando il tensore delle deformazioni 
e degli sforzi risultino simmetrici od 
antisimmetrici rispetto al suddetto 
piano (come ad esempio il piano xy 
in figura 2.3).  
Si ricava quindi, dalle considerazioni 
tratte proprio da questa simmetria, 
che le tensioni tangenziali ???	, ??? 
sono legate ai soli scorrimenti 
angolari ???	, ???, mentre gli sforzi 
normali in direzione degli assi, oltre all’effetto Poisson, possiedono un 
accoppiamento con lo scorrimento angolare ???, appartenente cioè al 
piano di simmetria.  
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In questo caso quindi il numero di costanti elastiche indipendenti 
scende da 21 a 13. Il legame costitutivo per un materiale monoclino si 
riduce perciò al seguente: 
 
???
??	
????????????
	
???
?? =
???
???
?????????00???
?????????00???
?????????00???
000??????0
000??????0
?????????00??????
???	
???
??	
????????????
	
???
??	   (2.44) 
  
Questo è ad esempio il modello di comportamento di alcuni materiali 
compositi con rinforzo fibroso. 
 
2.6.3 Ortotropia o Anisotropia Ortogonale 
 
L’ortotropia è la situazione intermedia tra l’anisotropia e l’isotropia, 
che descrive le proprietà del mezzo, più ricorrente sul piano 
applicativo (per tale motivo si cercherà in questo capitolo di 
approfondire il più possibile la sua trattazione).  
L’ortotropia comporta l’esistenza di tre piani di simmetria 
ortogonali; quindi il legame sforzo-deformazione è invariante per 
riflessione rispetto a ciascuno dei suddetti piani. 
In questo caso ricadono molto materiali, naturali o compositi 
artificiali e questa classe di materiali assume una grande importanza 
nelle applicazioni. 
 
2.6.3.1 Il sistema di riferimento 
 
Nel caso di un materiale composito fibrorinforzato ideale, ottenuto 
disponendo le fibre di rinforzo secondo tre direzioni mutuamente 
ortogonali nello spazio, gli assi naturali hanno proprio la direzione 
delle fibre (detto sistema di riferimento naturale).  
Nelle applicazioni strutturali, viceversa, accade spesso di 
doversi riferire ad un sistema di assi cartesiani ortogonali che non 
coincidono con quelli naturali (chiamato sistema di riferimento 
globale). Nasce così il problema di comprendere in che modo si 
trasformino la matrice di rigidezza e quella di elasticità di un materiale 
elastico lineare ortotropo quando ci si riferisca ad un arbitrario sistema 
di assi cartesiani ortogonali (vedasi cap.3.2.1).  
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Figura 2.4 – Sistema di riferimento orientato lungo le direzioni principali di  
ortotropia 
 
Si supponga che i tre piani di simmetria menzionati siano per 
semplicità paralleli ai piani coordinati del riferimento ??, ??, ??, ???; 
in tal caso gli assi ?? coincidono, sempre nel generico punto, con le 
cosiddette direzioni principali di ortotropia fig.2.4. In pratica, i piani 
di simmetria presenti nei materiali ortotropi consentono di definire un 
sistema di assi di riferimento perpendicolari ai piani di simmetria 
stessi, che sono definiti direzioni principali del materiale, assi 
materiale o assi lamina. 
L’assunzione del sistema di riferimento, varia in funzione dello 
scopo o del campo di applicazione; ad esempio, nel caso di lamine di 
composito unidirezionale (o tessuti) è abituale considerare: 
 
- il primo asse materiale, l’asse ??, nella direzione delle fibre di 
rinforzo (o delle fibre di rinforzo della trama per i tessuti) 
- il secondo asse materiale, l’asse ??, nel piano della lamina, 
perpendicolarmente alla direzione delle fibre (o delle fibre di rinforzo 
dell'ordito per i tessuti) 
- il terzo asse materiale, l’asse ??, perpendicolare al piano della 
lamina, nella direzione dello spessore (il medesimo anche per tessuti). 
 
Nel seguito, per lo scopo della trattazione teorica dei legami 
costitutivi, verrà sempre posto il sistema di riferimento secondo le 
direzioni di ortotropia. 
 
2.6.3.2 Il legame costitutivo ortotropo 
Si può osservare che nei materiali ortotropi, rispetto al riferimento di 
simmetria materiale, detto anche riferimento di ortotropia, 
scompaiono tutti gli accoppiamenti tipici dell’anisotropia restando 
solo quelli tra tensioni e deformazioni normali, ovvero gli effetti 
Poisson, che sono in genere distinti nelle tre direzioni di simmetria. 
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In forma matriciale la relazione tra sforzi e deformazione si scrive: 
 
???
??	
????????????
	
???
?? =
???
???
?????????000
?????????000
?????????000
000???00
0000???0
00000??????
???	
???
??	
????????????
	
???
??	   (2.45) 
 
La matrice ?, rappresentativa del legame costitutivo ortotropo, si 
semplifica grazie alle proprietà di simmetria possedute da tali 
materiali, le quali infatti, debbono essere rispettate anche dalla legge 
costitutiva; analogo risultato si ottiene per la matrice [?]. 
 
2.6.3.3 Le simmetrie possedute dai materiali ortotropi 
 
Figura 2.5 
Applicazione dell’operatore di simmetria per l’accoppiamento ??? −	?? 
 
                           
  
 
                                                   
Presa in analisi, per 
esempio, l'espressione 
del termine ??? in 
funzione delle defor-
mazioni applicate, nel 
caso in cui ??? non 
sia nullo, ed imponendo l'applicazione di una deformazione assiale ?? 
lungo l'asse ?? del materiale, si ottiene l'insorgere di una tensione  ??? = ???	??, come mostrato in figura 2.5 A. 
Per l'esistenza della simmetria rispetto al piano ????, tale 
legame, deve essere compatibile con la situazione derivante 
dall'applicazione dell'operatore di simmetria; in pratica basta 
scambiare ciò che sta dalle due parti del piano di simmetria. Tuttavia, 
in figura 2.5 B si osserva che, applicando questa simmetria, si ottiene 
uno sforzo di taglio in direzione opposta mentre l'allungamento 
rimane invariato. Pertanto, deve valere anche la relazione               ??? = −??? ∗ ??; ciò comporta che ??? ∗ ?? = −??? ∗ ??, ma questo 
evidentemente implica che ??? sia nullo; in modo assolutamente 
analogo si ottiene che anche ??? e ??? debbano annullarsi. 
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Ragionando a questo modo anche per quanto riguarda gli altri moduli 
elastici, si può dedurre che, proprio per la costituzione del materiale, 
sia gli accoppiamenti tra sforzi normali e deformazioni a taglio, sia gli 
accoppiamenti tra scorrimenti angolari e sforzi di taglio in altre 
direzioni, non possono esistere. 
 
In realtà questo risultato può essere raggiunto anche per un'altra via, 
ossia sfruttando la legge di variazione del tipo: 
 	?∗????	 = ???	???	???	???	?????		   (2.46) 
 
Ovvero l'espressione che noto il tensore di elasticità nella base di 
riferimento, ne fornisce il valore nel nuovo riferimento ruotato; 
dove	? altro non è che la matrice di rotazione dei coseni direttori ed in 
questo caso deve corrispondere ad una matrice di riflessione relativa ai 
tre piani (quest’espressione verrà desunta nel capitolo 3.2.1.1).  
Ricavate in tal modo le matrici di cedevolezza ed elasticità, 
appartenenti a sistemi di riferimento generici, si può procedere 
successivamente per due strade al fine di ricavare gli effetti che, 
l’esistenza delle simmetrie, provoca sui moduli elastici.  
La prima, consiste nello sfruttare l’invarianza del potenziale 
elastico rispetto al riferimento; la seconda invece, usufruisce 
direttamente della legge di Hooke scritta nei due riferimenti, dove 
anch’essa, deve fornire il medesimo risultato.  
Si noti però, che il primo metodo è molto più semplice da 
trattare poiché dà luogo unicamente ad un’equazione scalare, invece di 
6 equazioni scalari, come nel caso del secondo metodo. 
         Per approfondire questa parte si rimanda a VANNUCCI (2008). 
 
 
2.6.3.4 Il legame costitutivo ortotropo inverso ed i moduli elastici 
 
Quanto detto fino ad ora sui moduli elastici appare più chiaro 
osservando, nella relazione inversa, la matrice delle deformabilità 
elastiche: 
 
???
??	
????????????
	
???
?? =
???
???
?????????000
?????????000
?????????000
000???00
0000???0
00000??????
???	
???
??	
????????????
	
???
??
 	   (2.47) 
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Nei materiali ortotropi però, a differenza del caso isotropo, le 
difformità tra le proprietà nelle varie direzioni non sono trascurabili. 
Infatti, si misurano moduli di Young e quindi rigidezze diverse 
lungo gli assi di riferimento, inoltre, l'effetto Poisson riscontrato non 
ha un valore costante lungo tre direzioni ortogonali, bensì assume 
valori differenti; di conseguenza anche i valori dei moduli di elasticità 
tangenziale non saranno, in generale, uguali lungo tali assi. 
Si noti che le matrici e quindi i tensori di elasticità e cedevolezza, 
ovviamente, posseggono ancora le loro proprietà di simmetria rispetto 
alla diagonale, anche per questo legame costitutivo. 
 
In sostanza, il legame ortotropo è dunque definito da 9 costanti 
elastiche: 
 
• 3 moduli di Young ?? lungo le tre direzioni  ??, ??, ?? 
 
• 3 moduli di Poisson  ???,	???, 	??? 
 
• 3 moduli di taglio ???,	???, ??? relativi agli scorrimenti angolari nei 
tre piani coordinati 
 
 
Si può quindi esplicitare la relazione tra deformazioni e tensioni come 
segue, sempre scegliendo assi di riferimento ??, ??, ?? paralleli agli 
assi naturali del materiale, in funzione delle costanti tecniche: 
 
 
???
??	
????????????
	
???
?? =
???
???
???
? 1 ??? −??? ??? −??? ??? 0 0 0−??? ??? 1 ??? −??? ??? 0 0 0−??? ??? −??? ??? 1 ??? 0 0 00 0 0 1 ???? 0 00 0 0 0 1 ???? 00 0 0 0 0 1 ???? ???
???
???
?
	
???
??	
????????????
	
???
??
 
 
 	    (2.48) 
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Si noti che tale relazione può anche scriversi, in maniera equivalente, 
nella seguente forma: 
 
???
??	
????????????
	
???
?? =
???
???
???
? 1 ??? −??? ??? −??? ??? 0 0 0−??? ??? 1 ??? −??? ??? 0 0 0−??? ??? −??? ??? 1 ??? 0 0 00 0 0 1 ???? 0 00 0 0 0 1 ???? 00 0 0 0 0 1 ???? ???
???
???
?
	
???
??	
????????????
	
???
??
 
 
       (2.49) 
 
Da tale struttura consegue che non vi è alcuna interazione tra 
deformazioni assiali e tensioni tangenziali, così come tra scorrimenti 
angolari e tensioni normali. Quindi l’applicazione di una tensione 
normale in un materiale ortotropo causa solo l’insorgere di 
deformazioni normali, e l’applicazione di una tensione tangenziale 
provoca l’insorgere della sola corrispondente deformazione a taglio 
(non essendo presenti interazioni tra il taglio lungo una direzione e gli 
scorrimenti angolari nelle altre). Tutto ciò resta valido esclusivamente 
nel caso in cui sia preso questo particolare sistema di riferimento, cioè 
quello naturale. 
I tre nuovi moduli di Poisson non aggiungono ulteriori 
parametri elastici, ma sono determinati univocamente dagli altri; 
infatti, proprio per la proprietà di simmetria, o più direttamente 
dall'esistenza del potenziale elastico, si ricavano le seguenti relazioni: 
 ??? ??? = ??? ??? 	;							??? ??? = ??? ??? ;						??? ??? = ??? ??? 	     (2.50) 
 
Dove per ??? si intende la contrazione trasversale in direzione ? dovuta 
alla applicazione di uno sforzo nella direzione ?.  
Questi coefficienti sono, quindi, definiti come: 
 ??? = −?? ??? 	             (2.51) 
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2.6.3.5 Deduzioni sui moduli elastici per materiali ortotropi 
 
Come osservato nel paragrafo 2.3.1, il lavoro di deformazione 
compiuto dalle tensioni deve risultare positivo. Questa condizione 
fornisce un vincolo termodinamico sui valori delle costanti elastiche 
facilmente dimostrabile per i materiali isotropi, come si è visto nei 
paragrafi precedenti e se ne valuteranno gli effetti nel capitolo 
successivo. Tale vincolo fu esteso ai materiali ortotropi da Lempriere, 
considerando le matrici di rigidezza e cedevolezza, le quali devono 
mantenersi sempre definite positive.  
Questa condizione matematica può essere analogamente 
espressa dalla seguente considerazione fisica: sfruttando il principio 
della sovrapposizione degli effetti, ed è possibile poiché si sta 
lavorando in campo elastico, si è in grado di determinare la 
deformazione corrispondente all’applicazione di una singola tensione 
normale, tramite gli elementi diagonali della matrice di cedevolezza. 
Da qui risulta che questi elementi devono essere positivi, ovvero: 
 ???, 	???, 	???, 	???, 	???, 	??? > 0									(2.52) 
 
O, esprimendo questa condizione in termini ingegneristici: 
 ??, ??, ??, ???, ???, ??? > 0         (2.53) 
 
Analogamente considerando solo una deformazione normale 
monoassiale, si otterrà una corrispondente tensione in funzione degli 
elementi diagonali della matrice di rigidezza.  
Anche questi elementi perciò dovranno risultare positivi, cioè: 
 ???, 	???, 	???, 	???, 	???, 	??? > 0													(2.54) 
 
Mentre in termini di costanti ingegneristiche, ricavando le componenti 
di rigidezza a seguito della inversione della matrice di cedevolezza, si 
può esprimere con le seguenti condizioni: 
 (1 − ??????) > 0,								(1 − ??????) > 0,								(1 − ??????) > 0										(2.55) 
 
 (1 − ??????−??????−?????? − 2?????????) > 0.														(2.56) 
 
Dove la (2.55) richiede la positività dei numeratori degli elementi 
diagonali della matrice di rigidezza [vedasi (2.62)] e quindi le 
condizioni riguardanti i moduli di elasticità a taglio vengono omesse, 
poiché sono già definiti positivi (altrimenti non avrebbero senso 
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fisico); mentre la condizione (2.56) impone che sia positivo il 
denominatore dei medesimi elementi. 
 
Ricapitolando, essendo il potenziale elastico definito positivo, anche 
la matrice delle rigidezze, o analogamente quella delle elasticità, deve 
esserlo (proprio per la sua espressione, vedasi (2.18)); perché questa 
condizione si realizzi, è necessario verificare che sia positivo il 
determinante di una delle due matrici appena menzionate.  
In particolare nel caso ortotropo, osservando l’espressione del 
legame costitutivo inverso (2.47), il rispetto delle relazioni già scritte 
in (2.52) è condizione necessaria, ma non sufficiente per imporre 
quanto richiesto. Vanno aggiunte infatti, altre relazioni, che richiedano 
la positività dei determinanti delle orlate contenenti i primi tre 
elementi diagonali della matrice stessa. Quanto appena detto, si 
traduce semplicemente nella richiesta di: 
 |???| < 	???????	,											|???| < 	???????,												|???| < 	???????         (2.57) 
 
Ed usando la condizione di simmetria delle cedevolezze si ottengono 
ancora le (2.50); dalle quali invece, è possibile ottenere le seguenti 
relazioni, che si denoteranno come (2.58): 
 |???| < 	??? ??? 	,												 |???| < 	??? ??? 			,												|???| < 	??? ???  
 |???| < 	??? ??? 	,												 |???| < 	??? ??? 		,												 |???| < 	??? ???  
 
Ottenendo così la condizione necessaria e sufficiente perché sia 
definita positiva la matrice di cedevolezza; si osservi inoltre, che in 
base alle (2.58) i coefficienti di Poisson possono raggiungere, almeno 
per quanto riguarda i materiali ortotropi, valori molto elevati o 
estremamente bassi. Ad esempio per una lamina unidirezionale in 
carbonio con ?? = 120	??? e ?? = 10	??? si ha |???| < 3,46. 
 
Applicando infine la condizione imposta dalla (2.56), si ricava: 
 ???	???	??? < ?? ?1 − ???? ??? ??? ? − ???? ??? ??? ? − ???? ??? ??? ?? < 	 ??    (2.59) 
 
Quindi raggruppando è possibile ricavare la (2.60): 
(2.60) ?1 − ???? ??? ??? ?? ?1 − ???? ??? ??? ?? − ???????? ??? ? + ???	??? 	??? ??? ?	?? > 	0 
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Le precedenti restrizioni sulle costanti ingegneristiche, che si sono 
ricavate per i materiali ortotropi, vengono usate per esaminare i dati 
sperimentali al fine di verificare la loro consistenza fisica nella 
struttura del modello matematico dell’elasticità. 
 
La relazione tra sforzi e deformazioni espressa dalla matrice di 
rigidezza è meno intuitiva, ma si può ottenere invertendo la matrice di 
cedevolezza; essa corrisponde a: 
 ??? = [?]	???																	(2.61) 
 
Dove: 
  
[?] =
???
???
?? ????????????	? ??????????????	? ??????????????	? 0 0 0??????????????	? ????????????	? ??????????????	? 0 0 0??????????????	? ??????????????	? ????????????	? 0 0 00 0 0 ??? 0 00 0 0 0 ??? 00 0 0 0 0 ??????
???
??									(2.62) 
 
In cui: 
 Κ = ?????	???????	???????	?????	???	???	????????? 															(2.63) 
 
 
2.6.3.6 Le direzioni principali per materiali ortotropi 
 
Si faccia attenzione poiché, in generale, non si ha più la coincidenza 
delle direzioni principali di deformazione con quelle di tensione; ciò è 
infatti dovuto ai coefficienti di influenza mutua (descritti nel seguito), 
i quali, se diversi da zero nel riferimento naturale, impediscono la 
coincidenza dei due sistemi principali menzionati. Osservando il 
legame costitutivo dei materiali ortotropi si può notare che sono nulli i 
termini contenenti le influenze mutue tra sforzi e deformazioni, 
relativi a taglio e sforzo normale; quindi per tali materiali, la 
coincidenza delle direzioni principali di deformazione con quelle di 
tensione rimane valida. 
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Nel caso in cui si vadano ad applicare tensioni in direzioni diverse da 
quelle di ortotropia, cioè secondo assi generici, le relazione costitutive 
scritte nelle pagine precedenti non risultano più valide, poiché, i 
termini della matrice sono dipendenti dalla scelta del sistema di assi.  
 
Quindi la relazione costitutiva inversa in una generica terna di assi 
cartesiani ortogonali deve essere riscritta come: 
 ?∗ = ?∗?∗      (2.64) 
 
Essendo	?∗ una matrice simmetrica avente, in generale, tutti i termini 
diversi da zero. 
 
Tipicamente il comportamento meccanico dei materiali ortotropi viene 
caratterizzato determinando sperimentalmente o stimando 
teoricamente i coefficienti della matrice	? di cedevolezza, come 
mostrato nella (2.49). Quando necessario, la matrice ?∗ relativa ad una 
certa relazione degli assi ??∗, ??∗, ??∗ può essere facilmente 
determinata a partire dalla ? mediante opportune operazioni di 
rotazione d'assi.  
 
Si vedrà nel terzo capitolo come effettuare le rotazioni dei riferimenti. 
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2.6.4 Isotropia 
 
Con isotropo, si identifica un corpo continuo per il quale, in ogni suo 
punto, il legame costitutivo non dipenda da nessuna rotazione rigida 
cui esso possa essere sottoposto. In altri termini, in un punto interno 
ad un corpo isotropo le proprietà costitutive rimangono le medesime 
per tutte le direzioni, quindi invarianti rispetto a rotazioni del sistema 
di riferimento. 
Quanto affermato, può ricavarsi con la medesima procedura 
spiegata nel capitolo precedente, o più agilmente dedursi dal caso 
ortotropo, effettuando due rotazioni consecutive in modo tale da 
ottenere una permutazione ciclica degli assi di partenza ed imponendo 
l’uguaglianza tra le espressioni corrispondenti alle tensioni, prima e 
dopo la trasformazione. Un materiale isotropo, per questi motivi, è 
anche detto a simmetria completa, ovvero ogni direzione dello spazio 
è considerata equivalente dal punto di vista elastico. Per questa 
ragione sono molteplici le proprietà derivanti dall’isotropia elastica, 
ad esempio, le componenti dei tensori ?	e ? divengono invarianti 
tensoriali, così pure come le componenti delle matrici [?] e [?]. 
 
Si procede ora, ad una valutazione sul fronte energetico; per 
una maggior rigorosità e dettaglio della trattazione sviluppata qui di 
seguito si consulti BENVENUTO (1981), CORRADI(1992). 
 
Nel caso elastico, l’indipendenza del legame costitutivo rispetto al 
sistema di riferimento scelto, implica che l’energia di deformazione 
dipenda dalla deformazione stessa solo attraverso i suoi invarianti; 
per un materiale elastico ed isotropo sarà quindi: 
 ? = ?(I?, I?, I?)   (2.65) 
 
Dove gli invarianti di deformazione sono rispettivamente funzione 
lineare, quadratica e cubica delle componenti di deformazione; in 
particolare, in un generico riferimento, sono definiti come: 
 I? = ??????? ?	?	?,	        I? = ??? ?	?	?,									 (2.66)	
 I? = ??	?? + ??	?? + ??	?? − ?? 	(???	??? + ???	??? + ???	???), 
 
Si ricordi che questi invarianti, sono i coefficienti dell’equazione 
caratteristica o secolare (dovuti ad M.Reiner) ed in particolare, nel 
caso isotropo, andando a ricercare le direzioni principali di 
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deformazione, si scopre come è ben noto, che queste sono coincidenti 
con le direzioni principali della tensione (lo si dimostra nel seguito). 
 
Rimanendo in campo elastico lineare, nel rispetto delle ipotesi fatte al 
capitolo 1 (quindi escludendo la presenza di deformazioni 
anelastiche), la densità di energia di deformazione ? è allora una 
forma quadratica e l’invariante cubico non può comparire nella sua 
espressione. Si può verificare che la sua unica forma possibile è la 
seguente: ? = ?? ?	I?? + ?	I?							(2.67) 
 
Le costanti ? e ? rappresentano i parametri costitutivi. Il legame di un 
materiale elastico-lineare e isotropo è quindi governato da due sole 
costanti indipendenti. La (2.67) viene solitamente scritta ridefinendo 
le costanti come ? + ? = 	?, 2? = −? quindi espressa nella forma: 
 ? = ?? 	(? + 2	?)I?? − 2	?		I?							(2.68) 
 
Dove ? e ? sono note come costanti di Lamè.  
Dalla (2.13) si ottiene allora: 
 ??? = (? + 2	?)I? 	 ??????? − 2	? ???????        (2.69) 
 
Se all’interno di questa relazione (2.69) si esprimono gli invarianti di 
deformazione secondo la loro espressione (2.66) possono ricavarsi, 
rispettivamente per le componenti ad indice uguale e ad indice diverso 
delle deformazioni, le relazioni: 
 ?I? ?E?? =⁄ ?I? ??? = 1⁄ ,    ?I? ?E?? = ?I? ??? = ?? + ??⁄ = I? − E??⁄  
 ?I? ?E?? =⁄ ?I? ?(???/2) = 0⁄ ,					?I? ?E?? = ?I? ?(???/2) = − ?? ?????  
 
(e analoghe)    (2.70) 
 
Introducendo le relazioni appena ricavate (2.70) nelle (2.69), si 
ottiene:  ??? = ?	I? + 2	?	E??	,							??? = 2	?	E??		        (2.71) 
 
Che rappresentano il legame costitutivo per materiale lineare 
omogeneo isotropo ed elastico, e vengono dette Equazioni di Lamè; si 
noti che il primo termine ?	I? contribuisce alla sola quota idrostatica 
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del tensore degli sforzi. Nella notazione ingegneristica, con i termini 
di ? e ?, le equazioni di Lamè (2.71) si possono riscrivere come: 
 ?? = ?(?? + ?? + ??) + 2	?	??           (2.72) 
 ?? = ??? = 2? ???? = ?	??           (2.73) 
 ???	? = 1,2,3		?				? = 4,5,6 
 
Per ottenere una forma più intuitiva del legame costitutivo di 
Lamè si possono esplicitare le (2.71) nella notazione di Voigt: 
 
???
??	
????????????
	
???
?? =
???
???
2? + ? ? ? 0 0 0? 2? + ? ? 0 0 0? ? 2? + ? 0 0 00 0 0 ? 0 00 0 0 0 ? 00 0 0 0 0 ????
???	
???
??	
????????????
	
???
??
 
 
              (2.74) 
 
Dalle (2.72) e (2.73) emerge una importante caratteristica del legame 
isotropo. Riferendo le deformazioni alla terna principale si ha ??? = 0; 
le (2.73) mostrano allora che anche le ??? = 0. Ecco dimostrato quanto 
detto in precedenza, ovvero che, per un materiale elastico lineare ed 
isotropo, le direzioni principali di sforzo e deformazione coincidono 
(si può verificare che questa peculiarità permane nei materiali isotropi, 
anche se non elastici). 
 
È importante sottolineare come le (2.72) e (2.73), che pur 
rappresentano una caratterizzazione molto precisa del legame 
isotropo, siano state derivate senza la necessità di alcun supporto 
sperimentale. Esse infatti, discendono da un modello teorico di 
comportamento in cui è stata ipotizzata l’esistenza di una densità di 
energia di deformazione, che deve possedere l’espressione (2.67) nel 
caso lineare ed isotropo. A questo punto è necessario il ricorso 
all’esperienza per la determinazione dei valori di ? e ?, oltre che per 
verificare l’adeguatezza del modello per materiali reali. 
Le costanti di Lamè dipendono dal materiale, ma non si prestano ad 
un’interpretazione fisica immediata; sono inoltre, ricavabili con 
notevole difficoltà da prove di laboratorio dirette. Nella pratica 
ingegneristica si preferisce allora, fare ricorso alle costanti del modulo 
di Young e del coefficiente di Poisson, per esprimere questo legame 
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(tali coefficienti, per quanto detto, hanno il medesimo valore per 
qualsiasi punto e direzione scelta del materiale).  
Il legame costitutivo infatti, viene frequentemente scritto in 
termini delle tre costanti ?, ?, ?; dove ? è detto modulo elastico 
diretto (o di Young), ? è detto coefficiente di contrazione trasversale 
(o di Poisson) ed infine ? è chiamata modulo di elasticità tangenziale. 
Due sole di esse però, sono indipendenti, sussiste infatti il legame 
espresso dalle: 
 ? = ? = ??(???) ,														? = ??(???)(????)                    (2.75) 
 
La classica forma delle equazioni di Lamé (1852) può anche essere 
facilmente ricavata tramite le considerazioni derivanti dalla 
applicazione delle simmetrie al materiale, ottenendo ancora:  
 																									? = 2?	? + 	?	??(	?	?	) 																																				(2.76) 
 																									? = ??? 	?? − ?????? 		??(	?	?	)?																									(2.77) 
 
Le due costanti di Lamé, ? e ?, sono legate  anche alle componenti ??? e ??? dalle relazioni seguenti: 
 																										? = ???,             ? = ???????? 																									(2.78) 
 
Andando a sostituire le relazioni (2.75) nelle espressioni già trovate in 
precedenza (2.71) si ottengono le seguenti: 
 ?? = ???? + ?? + ??? + 2?	?? 
 ?? = ???? + ?? + ??? + 2?	?? 
 ?? = ???? + ?? + ??? + 2?	?? 
 
          ??? = 2?	???                                                       						(2.79) 
 ??? = 2?	??? 
 ??? = 2?	??? 
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È conveniente anche esprimere il legame inverso, ponendo cioè le 
componenti di deformazione in funzione delle componenti di tensione; 
a tal fine basta risolvere le (2.76) rispetto alle E??;  ovvero esprimendo 
le (2.77) con i valori ottenuti nelle (2.75); questo fornisce le: 
 ?? = 1? ??? − ???? + ???? 
 ?? = 1? ??? − ?(?? + ??)? 
 ?? = 1? ??? − ???? + ???? 
 ??? = ?? ???                                                         						(2.80) 
 ??? = 1? ??? 
 ??? = 1? ??? 
  
Tali relazioni dovute al Navier vengono comunemente dette leggi di 
Hooke generalizzate ai corpi isotropi (in generale sono anche quelle 
più adottate). 
 
Dai risultati che si ricavano eseguendo una prova di trazione, ci si 
rende conto che il modulo di Young rappresenta il rapporto tra lo 
sforzo normale e la deformazione longitudinale in una prova 
uniassiale. In particolare, il modulo di Young equivale idealmente al 
valore della tensione da applicare per produrre una deformazione pari 
alla lunghezza iniziale; questo poiché, in una prova monoassiale, il 
coefficiente angolare della retta rappresentativa del legame costitutivo 
nel piano ? − 	?, coincide proprio con il modulo di Young. Il 
coefficiente di Poisson invece, a meno del segno, rappresenta il 
rapporto tra la deformazione trasversale e quella longitudinale; 
ragionando ancora nel medesimo diagramma ? − 	?, ? altro non è che 
l’ordinata all’origine di un grafico del tipo di figura 2.2.  
Fintanto che il comportamento rimane lineare, i valori di questi 
due parametri si mantengono costanti. 
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L’isotropia consente di riferire il legame diretto alla terna principale; 
la matrice di rigidezza, in questo caso, si scrive come: 
 
[?] =
???
???
??1 − ? ? ? 0 0 0? 1 − ? ? 0 0 0? ? 1 − ? 0 0 00 0 0 ????? 0 00 0 0 0 ????? 00 0 0 0 0 ????? ???
???
??		 ?(???)(????)						(2.81) 
 
Per quanto riguarda la matrice delle rigidezze di materiali isotropi, si 
evidenziano le seguenti caratteristiche: 
 
• Non vi è accoppiamento sia tra deformazioni longitudinali e 
tensioni tangenziali, sia tra deformazioni tangenziali e tensioni 
normali (detto “comportamento simmetrico”) 
 
• Non vi è un analogo effetto Poisson per quanto riguarda le 
tensioni tangenziali (coefficienti di Chentsov) 
  
• Gli elementi della matrice [?] si mantengono costanti al 
variare dell’orientamento del sistema di assi, come già detto. 
 
La matrice di cedevolezza può ricavarsi per inversione da quella di 
rigidezza; grazie ad essa si è in grado di scrivere il legame costitutivo 
inverso che, espresso per materiali isotropi, in funzione dei parametri 
ingegneristici, assume la seguente forma nella notazione di Voigt: 
 
???
??	
????????????
	
???
?? =
???
???
???
1 ?? − ? ?? −? ?? 0 0 0−? ?? 1 ?? −? ?? 0 0 0−? ?? −? ?? 1 ?? 0 0 00 0 0 1 ?? 0 00 0 0 0 1 ?? 00 0 0 0 0 1 ?? ???
???
???	
???
??	
????????????
	
???
??
     (2.82) 
 
 
La condizione di positività della densità di energia di deformazione 
elastica impone, nel caso di materiali isotropi, delle limitazioni dirette 
ai valori che i moduli elastici possano assumere. Essendo definita 
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positiva l’energia di deformazione, anche le matrici in (2.81) e (2.82) 
dovranno esserlo; ciò comporta le seguenti disuguaglianze: 
 ?? > 0,										 ????? > 0,					 (????)???????? > 0;          (2.83) 
 
Queste, ricordando la prima delle (2.75), implicano: 
 	? > 0,					? > ? 3⁄ ,						− 1 < ? < 0,5               (2.84) 
 
Si deve notare però, che valori negativi del coefficiente di Poisson non 
si riscontrano nei comuni materiali, ma sono una peculiarità esclusiva 
dei materiali auxetici; questo comportamento 
provoca infatti, una dilatazione, anziché una 
contrazione, in direzione ortogonale al carico 
applicato.   
Figura 2.6 
Schema di cella per una schiuma auxetica 
 
La presenza del comportamento auxetico può comprendersi 
osservando la cella di una schiuma polimerica (fig. 2.6) ed è dovuto 
alla sua micro architettura rientrante, dove alcuni lati della cella di 
schiuma auxetica sporgono verso l’interno rispetto alla convenzionale 
struttura di cella convessa (si vedano testi specializzati per maggiori 
dettagli). 
 
In pratica, per le applicazioni di comune interesse, non vengono 
utilizzati materiali con comportamento auxetico, quindi, si può 
assumere che il limite inferiore per il modulo di Poisson sia zero; tale 
valore, indica che il particolare materiale sia assolutamente privo di 
contrazione trasversale. Il limite superiore di ? invece rimane 0,5 che, 
in virtù dell’espressione del primo invariante di deformazione (2.66), 
corrisponde ad un ipotetico materiale incompressibile, cioè che può 
deformarsi solo a volume costante. 
Queste limitazioni applicate al caso reale, si traducono nella 
sostituzione delle (2.84) con le: 
 ? > 0,				 ? 3⁄ < ? ≤ ? 2⁄ ,							0 < ? < 0,5       (2.85) 
 
Si conclude precisando che dalla teoria dell’elasticità può anche 
ricavarsi il modulo di compressibilità, anche detto modulo di bulk, 
utile nel caso di fluidi; definito come: 
 ? = −?	 ∆?∆? = ??(????) = ? + ?? ?	                        (2.86) 
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2.6.5 Descrizione del comportamento elastico 
 
2.6.5.1 Le simmetrie dei cristalli 
I cristalli sono, in natura, i continui anisotropi per eccellenza; tramite 
la loro analisi è possibile dedurre tutte e 32 le possibili forme di 
simmetria geometrica assumili da corpi anisotropi. Grazie ad esse, si 
possono descrivere i modi in cui le celle cristalline (elementi modulari 
dei reticoli cristallini) sono ordinate; per l’esattezza esistono 14 
differenti celle cristalline, che formano i cosiddetti reticoli di Bravais. 
Sfruttando il principio di Neumann, il quale asserisce che, ad 
una simmetria geometrica corrisponde una simmetria elastica, si è in 
grado di definire i comportamenti dei materiali che appartengono ad 
ognuna di queste classi. Procedendo in questo modo si individuano 7 
classi, dette singonie, ognuna rappresentativa di un comportamento 
elastico definito, coincidente con uno dei tipo visti in precedenza. 
La classificazione non verrà qui trattata ma è riportata nei testi 
VANNUCCI(2008), LOVE(1920) ed altri libri specializzati.  
 
2.6.5.2 Le costanti tecniche di elasticità 
Per definire il comportamento elastico è possibile utilizzare una 
descrizione alternativa che fa uso delle cosiddette costanti tecniche o 
dell’ingegnere ed è questa la trattazione che verrà valutata in dettaglio 
nelle pagine seguenti. 
L’utilizzo di queste grandezze, infatti, presenta il vantaggio di 
esprimere i moduli elastici, che definiscono i legami costitutivi, in 
maniera immediata dal punto di vista fisico; ovvero, permettono di 
quantificare un effetto diretto o di accoppiamento tra le tensioni e le 
deformazioni. In conseguenza alla loro definizione, queste costanti, 
sono direttamente deducibili da prove di laboratorio, come ad esempio 
prove di trazione. 
 
Le costanti tecniche sono, ovviamente, in numero 21 così da poter 
definire anche il caso più generale di anisotropia totale e riferendole al 
sistema principale si distinguono in: 
 
• 3 moduli di Young o di elasticità longitudinale    ??, ??, ?? 
 
• 3 moduli a Taglio o di elasticità tangenziale    ???, ???, ??? 
 
• 3 coefficienti di Poisson       ???, ???, ??? 
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• 3 coefficienti di Chentsov     ???,??	, ???,??	, ???,??	 
 
• 9 coefficienti di influenza mutua di 1° tipo o 2° tipo 
 ??,??	, ??,??	, ??,??	, ??,??	, ??,??	, ??,??	, ??,??	, ??,??	, ??,??	 
 
 
Quindi può riscriversi la relazione costitutiva per un materiale 
anisotropo con le costanti ingegneristiche: 
 
???
??	
????????????
	
???
?? =
???
???
???
???
? 1 ??? −??? ??? −??? ??? ??,????? ??,????? ??,?????−??? ??? 1 ??? −??? ??? ??,????? ??,????? ??,?????−??? ??? −??? ??? 1 ??? ??,????? ??,????? ??,????????,??? ???,??? ???,??? 1 ???? ???,????? ???,????????,??? ???,??? ???,??? ???,????? 1 ???? ???,????????,??? ???,??? ???,??? ???,????? ???,????? 1 ???? ???
???
???
???
?
	
???
??	
????????????
	
???
??
 
 
Fig.2.7 – Espressione del legame costitutivo anisotropo tramite le costanti 
ingegneristiche  
 
Nel seguito si descrive brevemente il significato ed il modo in cui 
vengono definite le costanti tecniche, valutando il legame che 
posseggono con le componenti elastiche della matrice e con il tensore 
di cedevolezza. Si utilizzerà la notazione di Voigt per le varie 
espressioni, rifacendosi poi alle corrispondenti componenti tensoriali. 
 
2.6.5.2.1 Il modulo di Young 
Come nel caso isotropo il modulo di Young è definito come: 
 ?? = ???? 								(2.87) 
 ????		? = 1,2,3; 					?? = 0		???	? ? ?, ? = 1,… ,6. 
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Applicando quindi una tensione normale uniassiale, mantenendo nulle 
le tensioni tangenziali. Dalla sua definizione conseguono le seguenti 
relazioni con i termini della matrice di cedevolezza: 
 ??? = ????? = ??? 	 , 			??? = ????? = ??? 	 , 		??? = ????? = ???										(2.88) 
2.6.5.2.2 Il modulo a taglio 
Facendo ancora riferimento al caso isotropo, si definisce il modulo a 
taglio come: ??? = ???? 								(2.89) 
 ????		?, ? = 1,2,3; 	? = 4,5,6			?? = 0		???	ℎ ? ?,			ℎ = 1,… ,6. 
 
La corrispondenza tra gli indici k e quelli ij è la stessa usata da Voigt, 
per cui, i moduli a taglio si ricavano applicando una singola tensione 
tangenziale, mantenendo nulli i restanti coefficienti del tensore degli 
sforzi. Inoltre, dalla simmetria minore del tensore di cedevolezza, si 
ottiene che ??? = ??? e quindi sono solamente 3 i moduli a taglio 
indipendenti. 
Dalla loro definizione conseguono le relazioni: 
 ??? = 4????? = ???? , 		??? = 4????? = ???? , 		??? = 4????? = ???? 			(2.90) 
 
2.6.5.2.3 I coefficienti di Poisson 
La definizione dei coefficienti di Poisson è quella classica, già 
affrontata precedentemente sia per i materiali ortotropi, sia per quelli 
isotropi (ovvero il rapporto tra la dilatazione longitudinale e quella 
trasversale); la si riporta quindi brevemente. 
 ??? = − ????								(2.91) 
 ????		?, ? = 1,2,3; 	?? = 0		???		? ? ?,			? = 1,… ,6. 
 
Sfruttando la definizione data dei moduli di Young (2.87) nella (2.91) 
è possibile ricavare: 
 ?? = −???	?? = −??? 	????      (2.92) 
 ????	??????		?, ? = 1,2,3; 	?? = 0		???	? ? ?,			? = 1,… ,6. 
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Possono allora dedursi le espressioni dei coefficienti di cedevolezza: 
 ??? = ????? = − ????? 				????		?, ? = 1,2,3.  							(2.93) 
 
Da cui si ricavano le seguenti relazioni: 
 ??? = ????? = − ????? , 			??? = ????? = − ????? , 			??? = ????? = − ?????       (2.94) 
 
Dalla (2.93) si può anche ricavare il coefficiente di Poisson, sfruttando 
le (2.88), ottenendo: 
 ??? = − ??????											(2.95) 
 
Ricorrendo infine alle proprietà di simmetria maggiore, ovvero che  ??? = ???, si vanno a riottenere le relazioni di reciprocità, che riducono 
a 3 i coefficienti di Poisson indipendenti, già ricavate nella trattazione 
dei materiali ortotropi (2.50).  
Scrivendole con una notazione indiciale, sono le seguenti: 
 ????? = ?????  			????		?, ? = 1,2,3.  							(2.96) 
 
È da notare che non tutti gli autori, come ad esempio Tsai, esprimono 
in questo modo i coefficienti di Poisson, ma utilizzano una notazione 
con l’ordine degli indici i e j invertito (lasciando comunque invariata 
la loro definizione meccanica). Questa, rappresenta invece, la 
convenzione più comunemente utilizzata dagli autori che operano nel 
settore dei materiali compositi (Jones, Lekhnitskii...). 
 
 
2.6.5.2.4 I coefficienti di Chentsov 
 
I coefficienti di Chentsov sono definiti nel seguente modo: 
 ???,?? = − ??????											(2.97) 
 ????		?, ?, ?, ? = 1,2,3;	? ? ?, ? ? ?				??? = 0		???	?? ? ??, ?, ? = 1,2,3. 
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Utilizzando la definizione data dei moduli di taglio (2.89) espressa 
nelle componenti dei tensori della deformazione e degli sforzi, si ha: 
 ??? = ???,??	??? = ???,?? ??????              (2.98) 
 ????	?	??????	?????????	???	??????	?????	??????????	??????????? 
 
Si possono ricavare, adesso, le espressioni dei moduli di rigidezza 
contenenti questi coefficienti di accoppiamento: 
 ??? = 4????? = ???,????? , 												??? = 4????? = ???,????? , 
 		??? = ????? = ???,????? 													(2.99) 
 
Osservando i moduli elastici dipendenti da queste componenti (vedasi 
fig.2.7) si può dedurre, immediatamente, che i coefficienti di 
Chentsov sono gli analoghi coefficienti di Poisson per quanto riguarda 
gli effetti dovuti alle tensioni tangenziali (dato il loro significato, sono 
anche chiamati, più intuitivamente, come coefficienti di 
accoppiamento taglio - taglio).  
Per valutare il numero indipendente di queste costanti, si 
procede come fatto per i coefficienti di Poisson; anzitutto ricaviamo 
dalle (2.99) il valore dei coefficienti di Chentsov, sfruttando le (2.90): 
 			???,?? = ?????? = ?????? ,				???,?? = ?????? = ?????? ,				???,?? = ?????? = ??????								(2.100) 
 
Considerando stavolta, assieme alle proprietà dovute alla simmetria 
maggiore del tensore di cedevolezza, quelle dovute alle simmetrie 
minori, è possibile ricavare le relazioni reciproche che legano i vari 
coefficienti di Chentsov (2.101); i quali si riducono così a soli 3 
coefficienti indipendenti. 
 ???,????? = ???,????? 										  (2.101) 
 
 
Si veda JONES(1996) per alcune considerazioni additive sulla 
interpretazione dei coefficienti di Chentsov, in particolare, nel caso di 
deformazioni a taglio fuori piano. 
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2.6.5.2.5 I coefficienti di influenza mutua di 1° tipo 
Sono stati definiti da Lekhnitskii come: 
 ??,?? = ????	???											(2.102) 
 ????		?, ?, ? = 1,2,3; 		? ? ?			??? = 0			???		?? ? ??,				?, ? = 1,2,3. 
 
Si deduce che questi coefficienti caratterizzano la deformazione 
normale in direzione ? per effetto di un taglio agente in direzione 	?? 	sul piano ortogonale ad ?? . Sfruttando poi le definizioni date dei 
moduli a taglio (2.89) si può ricavare le espressioni: 
 ??? = 2	??,??	??? = 2	??,?? 	 ????	???										(2.103) 
 ????		?, ?, ? = 1,2,3; 		? ? ?			??? = 0			???		?? ? ??,				?, ? = 1,2,3. 
 
Dalle quali è possibile ricavare le 9 relazioni tra queste costanti 
tecniche ed i moduli di cedevolezza; si noti che, grazie alle proprietà 
di simmetria minore, è possibile invertire il gruppo di indici ??, 
indifferentemente, senza ottenere variazioni. 
Le relazioni sono le seguenti, denotate come: 
 				??? = 2????? = ??,????? , 			??? = 2????? = ??,????? ,			 	??? = 2????? = ??,?????  
 				??? = 2????? = ??,????? , 			??? = 2????? = ??,????? ,			 	??? = 2????? = ??,?????  
 				??? = 2????? = ??,????? , 			??? = 2????? = ??,????? , 			??? = 2????? = ??,?????  
                                     (2.104) 
 
I coefficienti di mutua influenza possono essere fraintesi con i 
coefficienti di Poisson, poiché quest’ultimi vengono menzionati allo 
stesso modo da alcuni autori. Si ritiene quindi, più appropriato, 
chiamare come coefficienti di accoppiamento taglio-estensione i 
coefficienti di influenza mutua. 
Invertendo queste relazioni si ottengono le espressioni, grazie 
alle quali, è possibile ricavare i valori dei coefficienti di influenza 
mutua in funzione delle componenti della matrice di cedevolezza.  
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Le si riportano qua direttamente, evitando i passaggi: 
 
(2.105) ??,?? = ?????? , 			??,?? = ?????? 	,				??,?? = ?????? ??,?? = ?????? , 			??,?? = ?????? 	,				??,?? = ?????? ??,?? = ?????? , 			??,?? = ?????? 	,				??,?? = ?????? 
2.6.5.2.6 I coefficienti di influenza mutua di 2° tipo 
Sono definiti analogamente ai precedenti da Lekhnitskii, come: 
 ???,? = ??????? 													(2.106) 
 ????		?, ?, ? = 1,2,3; 	? ? ?,			??? = 0		???	?? ? ??,			?, ? = 1,2,3. 
 
A differenza del caso precedente, questi coefficienti caratterizzano la 
deformazione a taglio in direzione relativa all’orientamento ??	ed	?? 
per effetto di uno sforzo normale in direzione ?.  Sfruttando poi le 
definizioni date dei moduli di Young (2.87) è possibile scrivere le 
seguenti relazioni: 
 2??? = ???,?	??? = ???,? 	????? 												(2.107) 
 ????		?, ?, ? = 1,2,3; 	? ? ?,				??? = 0		???	?? ? ??,			?, ? = 1,2,3. 
 
Da cui, usando anche in questo caso considerazioni dovute alle 
simmetrie minori, si riesce ad ottenere 9 relazioni tra le componenti 
della matrice di cedevolezza e tali costanti tecniche, ossia: 
 ??? = 2????? = ???,??? ,				 	??? = 2????? = ???,??? , 					??? = 2????? = ???,???  
 ??? = 2????? = ???,??? , 				??? = 2????? = ???,??? ,						??? = 2????? = ???,???  
 ??? = 2????? = ???,??? , 				??? = 2????? = ???,??? , 						??? = 2????? = ???,???  
                             
                                     (2.108) 
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Dalle (2.108) è possibile ricavare i valori dei coefficienti di 
accoppiamento taglio – estensione, che sono pari a: 
 
(2.109) ???,? = ?????? , 				???,? = ?????? 	,					???,? = ?????? ???,? = ?????? , 				???,? = ?????? 	,					???,? = ?????? ???,? = ?????? , 				???,? = ?????? 	,					???,? = ?????? 
 
Si osservi che l’utilizzo dei coefficienti di 1° o 2° tipo è equivalente, 
essendo questi legati tra loro dalle relazioni di reciprocità, ottenute 
ancora tramite la simmetria maggiore, e che si possono ricavare 
immediatamente confrontando le formule (2.104) con le (2.108): 
 ???,??? = ??,????? 												   (2.110) 
 
2.6.5.3 Limiti dei moduli elastici 
Ricapitolando, si è visto in dettaglio il significato di tutti i moduli 
elastici: i moduli di Young che misurano gli effetti diretti provocati 
dagli sforzi normali, i moduli di elasticità tangenziale che 
commisurano gli effetti diretti delle tensioni tangenziali, i coefficienti 
di Poisson che quantificano l’accoppiamento tra deformazioni normali 
e tensioni normali, i coefficienti di Chentsov, i quali invece, 
rappresentano gli accoppiamenti tra scorrimenti angolari e tensioni 
tangenziali (cioè un analogo effetto Poisson per gli sforzi di taglio) ed 
infine i coefficienti di mutua influenza di 1° tipo o, equivalentemente, 
di 2° tipo che legano rispettivamente le deformazioni normali con le 
tensioni tangenziali e viceversa. 
Si osserva, perciò, che gli effetti diretti vengono quantificati 
dai moduli, mentre gli accoppiamenti sono misurati dai coefficienti. 
Invertendo la matrice [?] delle deformabilità elastiche, è 
possibile esprimere anche i moduli elastici che compongono la 
matrice di elasticità [?] in funzione delle medesime costanti tecniche; 
nella (2.62) è riportato il caso di materiali ortotropi, tuttavia nel caso 
generale di solido completamente anisotropo, le espressioni ottenute 
divengono estremamente complicate e non trascrivibili qui, poiché 
troppo lunghe. 
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Nel caso isotropo, come ben noto e riportato nel capitolo dedicato, le 
costanti elastiche si riducono semplicemente ad un modulo di Young 
ed un coefficiente di Poisson, costanti per qualsiasi direzione. 
Applicando quanto sviluppato finora ai materiali isotropi si 
ricavano, come già fatto, le equazioni di Lamé in funzione di queste 
costanti tecniche, ovvero si ottengono le seguenti relazioni: 
 ? = ???? ?? + ????? ???	?	?	??										   (2.111) 
 ? = ???? 	? − ?? 	???	?	?	?					   (2.112) 
 
Le costanti tecniche ? e ? sono legate alle costanti di Lamé ed alle 
componenti di [?]; si riportano qui brevemente queste relazioni: 
 ? = ? ???????? = (??? − ???) ??????????????? 	,							    (2.113) 
 ? = ??(???) =	 ?????????? 	,														? = ??(???)(????) =	???	,					   (2.114) 
 
     ? = ??(???) 	,										 ?(???)(???)(????) =	???	,						   (2.115) 						  	  
Le componenti elastiche non possono assumere valori qualsiasi, ma 
devono rispettare restrizioni imposte dalla condizione fisica che, il 
lavoro fatto per deformare il corpo debba necessariamente essere 
positivo; questo comporta, come ben noto, che l’energia di 
deformazione sia positiva per ogni possibile stato deformativo e 
tensionale. Ricordando la sua espressione ottenuta nella (2.18), si ha: 
 ? = ?? 	?	?	? = ?? 	?	???	? > 0							∀	?					?					∀	? 								   (2.116) 
 
Se invece si esprime questa condizione nella notazione di Voigt: 
 ? = ?? 	????	[?]	??? = ?? 	????	[?]	??? = ?? > 0				∀	???	?	∀	??? 			  (2.117) 
 
La condizione matematica che assicura il rispetto della restrizione 
richiesta è semplicemente quella della definizione positiva delle 
matrici [?] ed [?]. Essendo queste matrici simmetriche, gli autovalori 
sono reali; basta quindi imporre che tutti gli autovalori siano positivi 
per ottenere le condizioni ricercate. 
Questo approccio, puramente matematico, porta però a delle 
complicazioni di calcolo insormontabili; è molto più semplice 
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utilizzare un approccio meccanico, valutando la positività dell’energia 
di deformazione dopo aver scelto un opportuno campo di sforzi o di 
deformazioni; così facendo si ottengono rapidamente le limitazioni cui 
sono sottoposti i valori delle componenti elastiche. 
Si possono quindi scegliere le condizioni al bordo più consone 
per il caso in studio, definendo un certo stato tensionale o 
deformativo, e valutarne i risultati. 
Ad esempio, imponendo che sia presente solo uno sforzo 
normale uniassiale, tramite questo espediente, si ottiene come 
risultato: 
 ??? > 0	∀	? = 1, . . ,6		       (2.118) 
 		??????	?ℎ?				??? > 0, ??? > 0		∀	?, ? = 1,2,3, ? ? ? 
 
Analogamente, si può imporre uno stato deformativo composto da una 
sola componente di deformazione non nulla; in questo caso si ottiene: 
 ??? > 0	∀	? = 1, . . ,6 			  (2.119) 
 
Queste relazioni giustificano, assieme alla (2.62), quanto già ricavato 
sui moduli elastici da Lempriere, nel capitolo relativo ai materiali 
ortotropi (2.52), … , (2.60).  
 
In particolare, si riporta il risultato finale già ottenuto per quanto 
concerne i moduli di Poisson e quelli di elasticità longitudinale: 
 ???	???	??? < ?? ?1 − ???? ??? ??? ? − ???? ??? ??? ? − ???? ??? ??? ?? < 	 ??     (2.59’) 
 
 
Si può trovare una condizione di validità generale, anche per un solido 
totalmente anisotropo, o un solido ortotropo con generico riferimento; 
questa condizione si ricava sottoponendo il corpo stesso, ad uno stato 
di tensione idrostatica (Lekhnitskii) e corrisponde a: 
 ??? + ???	 + ??? < ??          (2.120) 
 
Ricavare invece, le condizioni relative ai coefficienti di Chentsov e di 
influenza mutua è estremamente complesso, perché è necessaria 
l’applicazione di campi di tensione o deformazione almeno biassiali; 
ciò complica notevolmente i calcoli.  
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Infine, come ben noto, per il caso di materiale isotropo queste 
limitazioni si riducono a: 
 ? > 0,					 − 1 < ? < 12          (2.121) 
 
Che, usando le costanti di Lamé, equivalgono alle: 
 ? > 0,								2? + 3? > 0,			          (2.122) 
 ??? + 2	??? > 0,									??? − ??? > 0		          (2.123) 
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2.6.5.4 Cenni sulle prove sperimentali  
 
Lavorando con materiali non isotropi, come i compositi, il cui legame 
costitutivo è usualmente ortotropo, sono necessari molti più parametri 
per definirne le proprietà interne e quindi comprendere il loro 
comportamento e la risposta sotto varie tipologie di carico. Per questi 
materiali, perciò, sono richieste un maggior numero di prove 
sperimentali atte alla definizione dei moduli elastici e di parametri 
addizionali, utili per comprendere anche il comportamento termico, 
elettrico e tecnologico di essi; sia a livello globale che locale, per i 
vari strati sovrapposti o miscelati tra loro. 
Figura 2.8 (CARRINO) 
Attrezzature sperimentali per la caratterizzazione dei materiali. 
 
In special modo, è necessario caratterizzare meccanicamente i 
compositi in maniera differente, siano essi costituiti con matrice 
ceramica, metallica o di matrici di tipo organico o termoplastico; ad 
esempio per quest’ultime si devono effettuate prove su fibre di vetro, 
di carbonio, di aramidiche e di ceramiche (vedasi figura 2.8).  
 
Le prove meccaniche hanno notevole importanza perché permettono 
di valutare le proprietà fisiche di interesse per un dato materiale, 
specialmente, per quelli da costruzione. Vengono dunque sviluppate 
prove per valutare le innumerevoli proprietà dei materiali in campo 
elastico, in campo plastico, relative alla frattura, o alla fatica e non 
solo (in alcuni ambiti, come nelle costruzioni aeronautiche e 
aereospaziali in composito, si trova addirittura una scala gerarchica 
delle prove detta “building-block approach” di integrazione). 
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Le proprietà fisiche di maggior interesse per i materiali da costruzione 
sono (si veda per esempio fig.2.9): 
 
• Proprietà meccaniche 
Descrivono il comportamento del materiale assoggettato a forze 
statiche o dinamiche: 
• comportamento sforzi-deformazioni (elastico, plastico, 
viscoelastico) e resistenza statica (tipicamente quantificata 
mediante le tensioni di snervamento e rottura),  
• comportamento sforzi-deformazioni e resistenza statica ad alta 
temperatura, 
• resistenza statica all’indentazione, alla scalfittura e all’abrasione 
(durezza), 
• resistenza agli urti (resilienza), 
• resistenza a frattura (tenacità a frattura), 
• resistenza a fatica. 
 
• Proprietà termiche 
Descrivono il comportamento del materiale assoggettato a variazioni 
di temperatura: 
• dilatazione termica, 
• conduttività termica, 
• capacità termica, 
• resistenza allo shock termico. 
 
• Temperatura di fusione 
La temperatura di fusione T? è la temperatura alla quale il materiale 
passa dallo stato solido a quello liquido.  
Ovviamente le temperature di esercizio dei componenti 
meccanici devono essere convenientemente minori di essa. Per i 
polimeri deve invece valutarsi la temperatura di transizione vetrosa T? (al di sotto di questa temperatura i polimeri assumono un 
comportamento rigido e fragile tipico del vetro).  
 
• Densità 
La densità è definita come il rapporto tra la massa materiale ed il 
volume occupato, tipicamente espressa in ????. 
Nei casi in cui il peso di una componente abbia rilevanza, si 
può parlare di resistenza specifica del materiale, intendendo il 
rapporto tra la grandezza che identifica la resistenza e la densità (ad 
esempio per resistenza specifica a rottura si intende il rapporto tra 
tensione di rottura e densità). 
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• Proprietà elettriche 
La principale proprietà elettrica di interesse dei materiali da 
costruzione è la conduttività (o il suo opposto, la resistività), ovvero 
l’attitudine a trasmettere la corrente elettrica. 
 
Figura 2.9 (PETRUCCI) 
Alcune proprietà dei materiali da 
costruzione ben rappresentative 
della rigidezza, della resistenza e 
della possibilità di impiego ad alta 
temperatura: 
Il modulo di Young E, la tensione 
di rottura σ?, la densità ρ, la 
temperatura di fusione T? ed il 
coefficiente di Poisson ν. 
 
 
Le proprietà tecnologiche, invece, descrivono l’attitudine di un 
materiale ad essere lavorato per produrre manufatti o ad essere trattato 
per acquisire determinate proprietà; in sostanza costituiscono le 
caratteristiche fondamentali al livello produttivo ed industriale, e 
sono: 
 
• Duttilità o malleabilità 
Queste proprietà si riferiscono all’attitudine di un materiale ad essere 
lavorato a freddo per deformazione plastica. La duttilità e la 
malleabilità si riferiscono rispettivamente alla possibilità di ridurre il 
materiale in fili mediante trazione ed in lamine mediante 
compressione. 
 
• Fusibilità 
È l’attitudine di un materiale a passare dallo stato solido allo stato 
liquido mediante riscaldamento, per essere poi raffreddato in modo da 
assumere la forma desiderata. Questa proprietà, in genere, cresce al 
diminuire della temperatura di fusione. 
 
• Saldabilità 
È la predisposizione di un materiale ad essere saldato, cioè la proprietà 
in base alla quale pezzi del materiale possono essere uniti ad altri 
pezzi dello stesso o di altri materiali, se portati a temperature 
prossime, ma sempre inferiori, a quelle di fusione. 
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• Temprabilità 
È la tendenza di un materiale ad acquistare maggiore durezza e 
resistenza meccanica attraverso il processo di tempra, costituito da un 
riscaldamento ad elevata temperatura (comunque minore di quella di 
fusione) e soggetto successivamente ad un brusco raffreddamento. 
 
Appare quindi evidente, che il numero di prove necessarie alla 
classificazione dei materiali ed alla valutazione delle proprietà 
intrinseche da esso possedute, sia davvero elevato. Si è così sentito il 
bisogno di regolare queste prove con numerose norme e cercare di 
uniformarne l’esecuzione in tutto il mondo; in particolare, le prove 
meccaniche vengono standardizzate da norme tipo ISO o ASTM 
(American Society for Testing and Materials) che definiscono sia i 
materiali, sia i metodi di prova. Si consultino riferimenti normativi 
nazionali o europei per approfondire questo aspetto (es. UNI EN 
10002 per prove a trazione. UNI EN 6507 per durezza Vickers, 6508 
Rockwell, ASTM D695-M89 per prove a compressione) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.10 (CARRINO) 
Macchine per prove meccaniche 
 
Le prove meccaniche classiche, eseguite per materiali assimilabili ad 
isotropi, sono quelle di trazione, compressione e flessione (fig.2.10-
2.11) mentre, per laminati (oltre alle medesime prove effettuate nelle 
tre direzioni e con più accortezza) sono necessarie prove a taglio inter 
laminare ed a taglio intra laminare; è inoltre richiesto di effettuare 
altre tipologie di prove meccaniche, d’egual importanza, come prove a 
fatica (in trazione, flessione piana e torsione), prove d’impatto, prove 
crush, prove di resistenza dielettrica e di ignifugazione. Queste prove, 
in particolare, vengono sviluppate sui singoli costituenti del laminato 
o composito, così da catalogarne le proprietà e le interazioni tra uno 
strato e l’altro, o tra la matrice e le sue fibre, in modo più accurato. 
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Figura 2.11 
(PETRUCCI) 
 
Macchine di 
prova universali: 
a) schema    b) elettromeccanica MTS   c) servoidraulica Instron 
 
Il maggior numero di prove necessario per materiali compositi e 
laminati è anche giustificato dal fatto che, per questi materiali, 
esistono metodi di rottura e problemi applicativi totalmente ignoti e 
differenti rispetto a quelli incontrati con i materiali isotropi, di 
normale impiego edilizio. Nelle prove meccaniche, infatti, entrano in 
gioco fattori che dipendono dal materiale come la porosità, il 
contenuto in resina e in fibra, o le caratteristiche conseguenti alla 
sequenza di laminazione del materiale stesso; fattori che dipendono 
dal provino, dalle sue condizioni, lo stato prima della prova, dalle 
tolleranze e dalla sua geometria. Inoltre, la prova è influenzata dalle 
condizioni in cui viene realizzata, nonché dall’afferraggio del provino 
(fig. 2.12), l’allineamento 
con il carico e la velocità 
di applicazione della 
deformazione, dello 
spostamento o del carico 
(a seconda del controllo 
applicato nella prova). 
 
Figura 2.12 (PETRUCCI) 
Afferraggi: 
a) MTS meccanico    b) MTS pneumatico   c) Instron per flessione 
 
Esistono numerosi metodi e procedimenti per eseguire le prove 
meccaniche, seguendo certi criteri piuttosto che altri, in funzione del 
materiale o dell’obiettivo prefissato; inoltre, sono d’obbligo 
accorgimenti particolari per la corretta esecuzione e l’ottenimento di 
risultati puri, incontaminati. Ad esempio, nelle prove di compressione 
si possono riscontrare notevoli difficoltà a causa della possibilità di 
instaurarsi sia di macro instabilità, sia di micro instabilità; è quindi 
necessario servirsi di particolari attrezzature per bloccare 
adeguatamente il provino. 
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Si conclude con un rapido elenco qualitativo di alcune tipologie di 
prove, senza specificare modalità o risultati: 
• Prova di di taglio interlaminare 
• Prova di trazione 
• Prova di compressione 
• Prova di flessione  
- a tre punti  
- a quattro punti 
• Prova di taglio intralaminare 
- Rail Shear 
- Torsione su tubo in parete sottile 
- Prova di trazione con fibre disposte ad orientazioni sfalsate di 45° 
• Prova di durata 
- di fatica (a flessione rotante, trazione alternata, prove di 
propagazione della frattura) 
- di scorrimento 
• Prove meccaniche con variazione di temperatura 
• Prove di resistenza allo shock termico 
• Prove di conduttività termica 
• Prove di scorrimento 
• Prove statiche 
• Prove dinamiche 
• Prova di urto 
• Prova di durezza 
- Brinell 
- Rockwell 
• Prova di abrasione 
 
Figura 2.13 KAW (2005) 
Tipiche proprietà di comuni 
fibre e matrici nel SI (con 
matrici isotrope e fibre trasversalmente isotrope). 
          
Alcuni valori dei moduli elastici ricavati dalle prove sono mostrati in fig.2.13 
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In fig. 2.14 si possono vedere alcuni apparecchi per prove a 
compressione e trazione  
 
 
 
Figura 2.14  KAW (2005) 
 
A destra, un provino montato nella macchina di prova per valutare la 
trazione di una lamina unidirezionale (foto cortesemente ceduta da 
Dr.Y.Kim, University of Dayton Research Institute, Dayton, OH.). 
A sinistra, IITRI apparecchio montato in una macchina di prova per 
individuare la resistenza a compressione di una lamina (da 
Experimental Characterization of Advanced Composites, 
CARLSSON, 1987) 
 
In questo breve capitolo si è semplicemente cercato di illustrare 
qualitativamente l’importanza ricoperta dalle prove eseguite per la 
caratterizzazione dei materiali, denotando le problematiche relative sia 
ai criteri, sia alle modalità di esecuzione delle prove stesse, senza 
addentrarsi in questo ambito; si rimanda a testi specializzati, quali 
JONES (1996), KAW (2005) ed alle normative inerenti, per un 
approfondimento dell’argomento ed una visione dettagliata delle 
prove e dei risultati da esse ottenuti. 
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ESEMPI APPLICATIVI 
3.1 Introduzione 
Esaurita la trattazione teorica dei materiali elastici anisotropi, è tempo 
di passare ad una analisi pratica di essi, dapprima valutando i casi di 
maggior interesse per la stima delle caratteristiche meccaniche in 
questi materiali, specialmente per uno stato di tensione piano; in 
seguito, si cercherà di visualizzare, attraverso differenti 
rappresentazioni grafiche, i valori delle costanti tecniche per 
comportamenti non isotropi di materiali largamente utilizzati, 
soprattutto nell’edilizia, così da comprendere a pieno le loro proprietà 
elastiche e quindi le potenzialità che posseggono. 
 
3.2 Il caso di stato piano di tensione 
Molto spesso, nelle applicazioni, si ricorre all’utilizzo di elementi 
piani con spessore trascurabile rispetto alle altre dimensioni; ovvero, 
si ha a che fare con strutture piane sottili.  
Esiste quindi un notevole interesse allo studio del caso in cui, 
queste lamine, siano sottoposte ad uno stato piano di tensione. In 
siffatte circostanze si ha l’annullarsi di tutte le componenti del tensore 
degli sforzi fuori dal piano della lamina, che può allora scriversi come: 
 ? = 	 ?	 ?? ?????? ?? 		? ,									??? = ?	??????	?				      (3.1) 
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3.2.1 Rotazione del riferimento nel piano 
 
Nella progettazione, come già detto, 
è necessario riferirsi a terne 
generiche di assi cartesiani 
ortogonali; si continuerà ad indicare 
come riferimento di partenza ???, ??, ??? quello materiale e con ??, ?, ?? un riferimento generico 
ruotato di ? in senso antiorario 
(figura 3.1). 
     
Figura 3.1 
Rotazione del riferimento per una lamina, a partire dalla terna principale. 
 
Nel caso molto frequente, in cui la lamina sia ortotropa, il primo 
riferimento è quello di ortotropia, dove ?? è l’asse forte, lungo cui il 
materiale sviluppa il modulo di Young maggiore ??, mentre ?? è 
l’asse debole con modulo di elasticità longitudinale ?? < ??.  
Per il riferimento ruotato ??, ?, ?? si indichino le tensioni come 
segue (esprimendo con ??	la componente tangenziale nel piano, 
cioè	???,  dove il pedice s sta per shear) : 
 ?∗ =	 ?	 ?? ?????? ?? 		? ,									???∗ = ?	?????? 	?				      (3.2) 
 
Si faccia attenzione al passaggio dal caso tridimensione a quello 
bidimensionale, poiché, proprio per la notazione di Voigt assunta, la 
matrice [?] riporta invariate le componenti che agiscono nel piano 
d’interesse, mentre gli elementi della matrice [?] subiscono una 
trasformazione. È possibile verificare quanto detto procedendo in due 
modi differenti. 
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Nel primo metodo, si scrive il legame tra deformazioni e tensioni 
secondo uno stato piano di tensione, ovvero ponendo ?? = ?? = 0, ?? = 	??? = 0, ?? = 	??? = 0; dunque il legame costitutivo inverso, 
scritto nel caso più generale di materiale anisotropo, è espresso dalla: 
 
???
??	
????????????
	
???
?? =
???
???
??????????????????
??????????????????
??????????????????
??????????????????
??????????????????
?????????????????????
???	
???
??	
????000??
	
???
??
 			   (3.3) 
 
Nel passaggio allo stato piano, le componenti di deformazione, ovvero 
gli elementi di [?], non subiscono variazioni; le ??? infatti, mantengono 
il medesimo valore, siano esse considerate all’interno di un problema 
tridimensionale o piano, ciò verrà dimostrato nel capitolo 3.2.1.1 (per 
comprendere meglio i passaggi successivi si veda fig. 3.2). 
Le componenti di deformazione nel piano si scrivono: 
 ?	??????	? = ???? ??? ?????? ??? ?????? ??? ???? ?	
??????	?						   (3.4) 
 
 
Mentre per le componenti di 
deformazione fuori piano, si 
hanno le condizioni imposte dallo 
stato piano di tensione: 
                                                      
Figura 3.2 componenti di deformazione                                                            
dalle tre dimensioni allo stato piano  ?	??????	? = ???? ??? ?????? ??? ?????? ??? ???? ?	
??????	?					   (3.5) 
 
I legami costitutivi appena scritti (3.4)-(3.5) riferiti allo stato di sforzo 
piano, che verrano sviluppati in maggior dettaglio nel seguito, 
rimangono del tutto validi anche nel caso di materiale trasversalmente 
isotropo (o a simmetria esagonale). Un materiale di questa natura 
presenta un asse di simmetria, detto asse di simmetria traversa, le cui 
proprietà rimangono invarianti per rotazione rispetto ad un asse; 
ovvero, il piano ortogonale a tale asse è un piano di isotropia. Esempi 
di materiali che possiedono questo comportamento sono alcune rocce 
sedimentarie, oppure, in scala macroscopica, compositi rinfozati da 
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fibre lunghe parallele. La risposta elastica per questi corpi è descritta 
da 5 costanti tecniche, che possono essere identificate in un modulo 
elastico assiale, un modulo elastico trasversale, un coefficiente di 
Poisson assiale, un coefficiente di Poisson trasversale ed  un modulo 
di taglio assiale; il modulo di taglio nel piano d’isotropia trasversale è 
invece dipendente dalle altre costanti elastiche del medesimo piano, 
mediante una relazione formalmente analoga a quella dedotta per 
materiali isotropi.  
Nella figura 3.3 è mostrato il legame costitutivo inverso per 
materiali trasversalmente isotropi con asse ?? di simmetria 
rotazionale; per inversione della matrice di cedevolezza può, come già 
fatto nel caso degli ortotropi, ricavarsi la matrice di rigidezza. 
 
???
??	
????????????
	
???
?? =
???
???
???
???
?? 1?? −????? −????? 0 0 0−????? 1?? −????? 0 0 0−????? −????? 1?? 0 0 00 0 0 1??? 0 00 0 0 0 2(1 + ???)?? 00 0 0 0 0 1??????
???
???
???
??
???
??	
????????????
	
???
??
 
 
Figura 3.3  
Legame costitutivo inverso per materiali trasversalmente isotropi 
 
Anche in un problema piano, la matrice di rigidezza corrisponde 
all’inversa della matrice di cedevolezza; quindi, basterà 
semplicemente invertire la (3.4) per ottenere la sua espressione. 
Poiché, i termini di cui è composta necessitano di una trasformazione, 
la matrice di rigidezza nel piano è detta matrice di rigidezza ridotta e 
si indica con [?], per distinguerla da [?]. Quanto detto corrisponde a:  
 [?] = [?]??									(3.6) 
 
[?] = 1? ? ?22?66 − ?262 ?16?26 − ?12?66 ?12?26 − ?16?22?16?26 − ?12?66 ?11?66 − ?162 ?12?26 − ?26?11?12?26 − ?16?22 ?12?26 − ?26?11 ?11?22 − ?122 ?						(3.7) 
 ????	? = ????????? − ??????? − ??????? − ??????? + 2????????? 
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D’altra parte, essendo le componenti di	[?] invariati, passando dal 
caso tridimensionale a quello piano, è possibile ricavare questi 
elementi in funzione delle componenti di [?], per inversione di 
quest’ultima; poi, una volta che si sono ottenute queste espressioni è 
possibile utilizzarle, passando al problema piano di tensione, per 
ricavare le componenti di [?] .  
Procedendo in questo modo, tramite un fattibile calcolo, ci si 
procurano delle espressioni, seppur molto lunghe, dei termini della 
matrice	[?] in funzione delle componenti di [?].  
  
Si eseguirà ora,  questo procedimento di calcolo per l’analisi di una 
lamina ortotropa, che corrisponde anche al caso di maggior interesse 
nelle applicazioni (tutte le lamine fibrorinforzate infatti hanno un 
comportamento ortotropo). Ponendosi nel riferimento naturale, per 
una lamina ortotropa, le (3.4) e (3.5) divengono le: 
 ?	??????	? = ???? ??? 0??? ??? 00 0 ???? ?	
??????	?						   (3.8) 
 ?	??????	? = ???? ??? 0??? ??? 00 0 ????	?	
??????	?					   (3.9) 
 ???				?? = ???	?? + ???	??,					?? = ?? = 0 
 
 
Svolgendo quanto descritto nella prima soluzione, ovvero effettuando 
in un primo momento il passaggio invariato della matrice di 
cedevolezza dallo stato di tensione tridimensionale a quello piano e 
successivamente invertendo l’espressione così ricavata, si ottiene 
come risultato: 
 
[?] =
???
???
?22?11?22−?122 − ?66?11?22−?122 0− ?12?11?22−?122 ?11?11?22−?122 00 0 ??66???
???													(3.10) 
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Andando in seguito, ad esprimere le componenti della matrice di 
cedevolezza in termini di quella di rigidezza e passando allo stato di 
tensione piano, si deduce che: 
 
[?] = ???
?? ?11?33−?132?33 ?11?33−?13?23?33 0?11?33−?13?23?33 ?22?33−?232?33 00 0 ?66???
??													(3.11) 
 
Le componenti ottenute per questa strada, si possono anche esprimere 
in maniera più compatta come: 
 ??? = ???????????????? ,					?, ? = 1,2,				??? = ???											(3.12) 
 
Le precedenti relazioni, se scritte in funzione delle costanti tecniche, 
necessitano la conoscenza di 4 quantità per far sì che si possa 
descrivere il comportamento di lamine ortotrope nel caso piano; 
sempre ponendosi nel riferimento d’ortotropia. Queste relazioni sono: 
 
[?] =
???
?? 1?1 − ????1 0− ????1 1?2 00 0 ??12???
??													(3.13) 
 
[?] = ???
?? ?1???????? ???	?1???????? 0???	?1???????? ?2???????? 00 0 ?12???
??													(3.14) 
 
Nel secondo modo invece, si scrive il legame diretto tra sforzi e 
deformazioni, tenendo in conto che   ?? = ?? = 0, 	?? = 	??? = 0,  ?? = 	??? = 0; queste tre relazioni danno luogo a tre condizioni sulle 
componenti di deformazione fuori piano; se ci si limita ad analizzare 
esclusivamente il caso ortotropo, queste coincidono con le seguenti: 
   ?? = − ?????????????? 	,				?? = ?? = 0													(3.15) 
 
Scrivendo adesso le componenti di sforzo nel piano, tenendo 
presenti le condizioni appena scritte, in particolar modo quella relativa 
ad ??, si raggiunge lo stesso valore delle componenti di [?] già trovate 
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nella (3.7). Dopo questo passaggio, invertendo [?], si va ad ottenere [?] in dimensione 2; quindi, inserendo i valori delle componenti della 
matrice di rigidezza ridotta in funzione di quelle di [?], si ottengono le 
componenti di [?] nel piano, in funzione di quelle di [?]. 
Osservando la matrice di cedevolezza ricavata, si riconosce 
che le sue componenti in due dimensioni, coincidono con le stesse 
componenti del caso tridimensionale. 
 
Facendo ricorso alle espressioni trovate delle componenti di [?], delle 
relazioni di reciprocità per i coefficienti di Poisson (2.77) e della 
positività dei moduli di Young, si evince ancora che: 
 ??? > ?? 					???	? = 1,2.												(3.16) 
 
Se quanto fatto fino ad ora viene applicato al caso isotropo, le 
espressioni ottenute per le matrici di rigidezza ridotta e cedevolezza, 
corrispondenti alle (3.13) e (3.14) nel caso ortotropo, sono le: 
 
[?] = ???
?? 1? − ?? 0− ?? 1? 00 0 ?(???)? ???
??													(3.17) 
 
[?] =
???
???
????? ?	????? 0?	????? ????? 00 0 ??(???)???
???													(3.18) 
 
Confrontando i valori di ??? e ??? con quelli rispettivamente di ??? e ??? ricavati nelle (2.95) e (2.96) si osserva, nel caso particolare, che la 
differenza tra le componenti di [?] e di [?] ottenuta è la stessa già 
introdotta e conseguenza dell’ipotesi di stato piano di tensione che si è 
ottenuta nella (3.12) a seguito delle (3.10) e (3.11).    
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3.2.1.1 L’espressione delle componenti elastiche in un 
riferimento ruotato 
 
Spesso è necessario operare una rotazione del riferimento e quindi 
ottenere le componenti elastiche relative al nuovo riferimento            
(è indispensabile per l’analisi delle conseguenze di eventuali 
simmetrie elastiche).  
Per effettuare questa operazione con le varie rappresentazioni 
dell’anisotropia si considerino innanzitutto le rappresentazioni 
tensoriali del tipo: 
 ? = ?	?	           (3.19) 
 
Noto tale legame costitutivo nella base di partenza ? = ???, ??, ??? 
associata al riferimento Cartesiano ? = ??; ??, ??, ???; lo si voglia 
conoscere nella nuova base ?∗ = ???∗, ??∗, ??∗?, cui è associato il 
riferimento ?∗ = ???∗, ??∗, ??∗?, cioè: 
 ?∗ = ?∗	?∗           (3.20) 
 
In sostanza si deve trovare le componenti ?∗???? del tensore di 
elasticità nel nuovo riferimento, scritte in funzione di quelle 	?????	e di 
quelle del tensore rotazione ? che effettua la trasformazione tra i due 
riferimenti. Il tensore  ? è un tensore di rotazione propria, che opera 
“materialmente” la rotazione della vecchia base nella nuova, come se 
fosse un operatore che rigidamente ruota un sistema di 3 assi 
indeformabili nella nuova posizione. In sostanza, la componente ??? è 
semplicemente il coseno dell’angolo che il vettore ??∗ forma con il 
vettore ??, misurato a partire da quest’ultimo; la matrice [?] quindi è 
composta dai coseni direttori. 
Nel caso più generale si ha:	 
 [??] = ???? ??? ?????? ??? ?????? ??? ????	      (3.21)    con  ???? = cos	(∝??)  
 
Quindi per come è costruito, ? è il tensore tale che: 
 
            ?? = ?? 	??∗ ; 															?? = ???	??∗   (3.22) 
 
Rispettivamente in termini vettoriali ed indiciali. 
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Il caso più comune ed utilizzato invece è quello in cui il cambiamento 
di riferimento si riduca ad una semplice rotazione dell’angolo ? 
attorno all’asse ??, ovvero la ben nota: 
 ?? = ?cos ? − sin ? 0sin ? cos ? 00 0 1?	           (3.23) 
 
Essendo [?] una matrice di rotazione, rientra nella tipologia di matrici 
ortogonali speciali e quindi la sua trasporta coincide con l’inversa; 
inoltre il suo determinante è pari ad 1. 
 ???[?] = 1;		[?]? = [?]?? 	           (3.24) 
 
Esprimendo invece il tensore di elasticità rispetto alle due basi come: 
 ?	? = 	?????		??	 ⊗	??	 ⊗	??	 ⊗	??			           (3.25) 
 ?∗	?∗ = 	?∗????		??∗ ⊗	??∗ ⊗	??∗ ⊗	??∗ 		           (3.26) 
 
Ed inserendo l’espressione appena scritta per rappresentare i 
vettori di ? nella base ?∗, si ottiene la formula: 
  	?∗????	 = ???	??? 	???	???	?????		           (3.27) 
 
Si deduce quindi che le nuove componenti del Tensore ? nella base ?∗ sono una combinazione lineare delle vecchie componenti, nella 
base ?, e che i coefficienti di questa combinazione sono funzioni di 
quarto grado dei coseni direttori della rotazione. 
La stessa formula si applica al tensore ?, ovviamente: 
 	?∗????	 = ???	???	???	???	?????		           (3.28) 
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3.2.1.2 Rotazione del riferimento nella rappresentazione di 
Voigt 
Considerando adesso la rappresentazione di Voigt  per le due basi, si 
ha: ??? = [?]	???, 																	???∗ = ???∗	???∗          (3.29) 
 
Effettuando la trasformazione del tipo ?∗ = ?? 		?	? ed ?∗ = ?? 		?	?, 
svolgendo i calcoli e riordinando i vettori colonna, ove si considerino 
esclusivamente le 6 componenti distinte, si ottiene, per il vettore 
colonna rappresentate il tensore degli sforzi, la relazione: 
 ???∗ = [?]	???          (3.30) 
 
Dove la matrice [?] è coincidente con (3.31):  
 
???
???
? ???? ???? ???? 2	???	??? 2	???	??? 2	???	??????? ???? ???? 2	???	??? 2	???	??? 2	???	??????? ???? ???? 2	???	??? 2	???	??? 2	???	??????	??? ???	??? ???	??? ???	??? + ???	??? ???	??? + ???	??? ???	??? + ???	??????	??? ???	??? ???	??? ???	??? + ???	??? ???	??? + ???	??? ???	??? + ???	??????	??? ???	??? ???	??? ???	??? + ???	??? ???	??? + ???	??? ???	??? + ???	??????
???
?
 
 
(3.31) 
 
Nel caso del tensore delle deformazioni, perché questa 
relazione sia valida è necessario prendere in conto le componenti 
tensoriali, ovvero le	??? e non le ???	.  
Perciò è conveniente introdurre un’altra matrice, la matrice di 
Reuter, [?], per trasformare facilmente le componenti tensoriali in 
componenti di Voigt; corrisponde ad usare: 
 ?ε?????? = [?]	?ε?????         (3.32) 
 
                   Cioè, espresso in forma matriciale: 
 
???
??	
ε?ε?ε?ε?ε?ε?
	
???
?? =
???
???	
1 0 0 0 0 00 1 0 0 0 00 0 1 0 0 00 0 0 2 0 00 0 0 0 2 00 0 0 0 0 		2
	
???
??? 	
???
??		
ε??ε??ε??ε??ε??ε??
	
???
??							(3.33) 
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Allora, ponendo: 																	?ε????? = [?]??	?ε??????         (3.34) 
 
dove       [?]?? =
???
???	
1 0 0 0 0 00 1 0 0 0 00 0 1 0 0 00 0 0 1 2⁄ 0 00 0 0 0 1 2⁄ 00 0 0 0 0 	1 2⁄
	
???
???	, 
 
Si ha evidentemente che, con ?ε? in notazione di Voigt: 
 ???∗ = [?]	[?]	[?]∗	??? = 	[?]?????,       (3.35) 
 
Si può dimostrare infatti che queste espressioni sono coincidenti; 
sviluppando i calcoli si trova che 	[?]??coincide con: 
 
???
???
? ???? ???? ???? 	???	??? 	???	??? 	???	??????? ???? ???? 	???	??? 	???	??? 	???	??????? ???? ???? 	???	??? 	???	??? 	???	???2???	??? 2???	??? 2???	??? ???	??? + ???	??? ???	??? + ???	??? ???	??? + ???	???2???	??? 2???	??? 2???	??? ???	??? + ???	??? ???	??? + ???	??? ???	??? + ???	???2???	??? 2???	??? 2???	??? ???	??? + ???	??? ???	??? + ???	??? ???	??? + ???	??????
???
?
 
 
      Figura 3.4 VANNUCCI (2008)            (3.36) 
Generica rotazione degli assi di 
riferimento, adottando gli angoli di 
Eulero 
 
 
Il fatto che 	[?]?? non sia la 
matrice [?] prova che, 
quest’ultima, non rappresenti un 
tensore rotazione in ℝ?; 
utilizzando il classico metodo 
degli angolo di Eulero per 
determinare la rotazione delle due 
basi, come in figura 3.4, si ottiene per ?  l’espressione:       
   (3.37) 
 ?????	???? − ????	????	???? −????	???? − ????	????	???? ????	????????	???? + ????	????	????	 −????	???? + ????	????	???? −????	????????	???? ????	???? ???? ? 
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L’espressione di [?] non viene riportata qui poiché troppo lunga. 
 
Nel caso in cui la rotazione avvenga attorno all’asse ??, la nutazione ? = 0 mentre la precessione ? e la rotazione propria ? non sono 
determinate, ma lo è la loro somma, che coincide proprio con la 
anomalia ? utilizzata in precedenza.  
Si può facilmente constatare che in questo caso si ritrova, come 
giusto, la stessa matrice ricavata nella (3.23).  
 
Adesso si è in grado di esplicitare l’espressione del legame costitutivo 
matriciale nel riferimento ruotato, in notazione di Voigt; infatti, 
riscrivendo la prima delle (3.29) con le espressioni del tensore degli 
sforzi e di quello delle deformazioni in funzione dei relativi tensori 
della terna ruotata (queste possono ottenersi dalla inversione delle 
(3.30) e (3.35)), l’espressione della matrice di rigidezza nel nuovo 
sistema di riferimento assume la seguente forma: 
 															[?]∗ = [?][?][?]?            (3.38) 
 
Mentre per il legame inverso si ottiene: 
 																[?]∗ = [?]??[?][?]??            (3.39) 
 
Tutto ciò dimostra rigorosamente che la rotazione della matrice [?] 
non si opera come la rotazione della matrice [?]. Questa è una delle 
conseguenze fondamentali della notazione di Voigt, da considerarsi 
con cura nei calcoli. In conclusione, nel nuovo riferimento, il legame 
costitutivo diretto ed inverso si esprimono come: 
 								???∗ = [?]∗	???∗,										???∗ = [?]∗	???∗           (3.40)         
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3.2.1.3 Le trasformazioni per effettuare la rotazione nel piano 
Specializzando al caso bidimensionale i risultati trovati nelle 
precedenti pagine, è possibile ottenere il metodo per esprimere le 
componenti elastiche e quelle dei tensori degli sforzi e delle 
deformazioni in un riferimento ruotato. Nel piano, il tensore di 
rotazione ?, si riduce alla semplice matrice di rotazione: 
 [?] = ?	???? −???? 0???? ???? 00 0 1	?																	(3.41) 
 
Operando come visto nel caso generale, ma considerando solo le 
componenti nel piano, posto  ? = ???? e  ? = ????,  si ottiene: 
 [?] = ?	 ?2 ?2 2???2 ?2 −2??−?? ?? ?2 − ?2	?															(3.42) 
 [?]?? = ?	 ?2 ?2 ???2 ?2 −??−2?? 2?? ?2 − ?2	?													(3.43) 
 
Le relazioni che ruotano i tensori degli sforzi e delle 
deformazioni sono ancora le (3.40) e coincidono con: 
 ?	?????? 	? = ? ?
? ?? 2???? ?? −2??−?? ?? ?? − ??? ?	
???????						   (3.45) 
 ?	?????? 	? = ? ?
? ?? ???? ?? −??−2?? 2?? ?? − ??? ?	
??????	?						   (3.46) 
 
Finalmente, operando nel modo visto per il caso 
tridimensionale, si ha: 
 ???∗ = [?]∗	???∗,										???∗ = [?]∗	???∗             (3.47)  
 
Dove le espressioni dei tensori di rigidezza e cedevolezza sono 
analoghe alle (3.38), (3.39) e si scrivono in questo caso come: 
 																[?]∗ = [?][?][?]?,   								[?]∗ = [?]??[?][?]??          (3.48) 
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Le matrici [?]∗ e [?]∗ nel riferimento ??, ?, ?? possono adesso essere 
esplicitate, nel caso più generale di un materiale anisotropo, o 
equivalentemente per un materiale ortotropo quando sia nota una terna 
di assi cartesiani che non sia quella di ortotropia; il risultato, dato in 
forma matriciale, è il seguente: 
 
????
???	
??????????????????
	
????
??? =
???
???
???
?? −4??? 2???? 4???? −4??? ??−??? (?? − 3????) ??? − ??? 2(??? − ???) 3???? − ?? ??????? 2(??? − ???) ?? + ?? −	4???? 2(??? − ???) ???????? 2(??? − ???) −2???? (?? − ??)? 2(??? − ???) ????−??? 3???? − ?? ??? − ??? 2(??? − ???) ?? − 3???? ????? −4??? 2???? 4???? −4??? ?? ???
???
???
???
??	
??????????????????
	
???
??
  
 
(3.49) 
 
????
???	
??????????????????
	
????
??? =
???
???
???
?? −2??? −2???? ???? −2??? ??−2??? 	(?? − 3????) 2(???−???) ???−??? 3???? − ?? 2???−???? ??? − ??? ?? + ?? ???? ??? − ??? −????4???? 4(??? − ???) −8???? (?? − ??)? 4(??? − ???) 4????−2??? 3???? − ?? 2(??? − ???) ??? − ???	 ?? − 3???? 2????? 2??? −2???? ???? −2??? ?? ???
???
???
???
??	
??????????????????
	
???
??
  
 
(3.50) 
 
Si può ancora osservare come la trasformazione di [?]	sia diversa da 
quella di [?]. Ovviamente, se il riferimento iniziale ???, ??, ??? è 
quello di ortotropia, allora la rotazione si semplifica; tuttavia, nel 
riferimento ??, ?, ??  i termini ??? e ???, come pure ??? e ???, non 
sono nulli, a riprova del fatto che fuori assi il comportamento è 
identico a quello di un solido anisotropo (le equazioni che si 
ricaveranno nella pagina seguente, sono quelle che verranno utilizzate 
nel seguito, per la rappresentazione dei moduli elastici di alcuni 
materiali non isotropi). 
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Grazie a quest’ultima relazione ed alla definizione dei moduli elastici, 
è possibile ricavare queste costanti tecniche, quindi conoscere il 
legame costitutivo, nel riferimento ??, ?, ?? quando siano note quelle 
nel riferimento ???, ??, ???; con ovvio significato dei simboli, si 
ricava: 
 																	?? = ??? 1?? −2??? ???,??? −2???? ????? +???? 1??? −2??? ???,??? +?? 1????? η??,? =?−2sc? ???	+(c? − 3s?c?) ???,??? 	−2(s?c − sc?) ????? 	−(s?c − sc?) ????	+(3s?c? − s?) ???,??? 	+2s?c ???? E?  ??? =−????? ???	−(??? − ???) ???,??? 	−(?? + ??) ????? 	−(????) ????	−(??? − ???) ???,??? 	+???? ???? ??  
 ???= ?4???? 1??	−4(??? − ???) ???,??? 	−8???? ????? 	+(?? − ??)? 1???	−4(??? − ???) ???,??? 	+4???? 1????? η??,? =?−2??? ???	+(3???? − ??) ???,??? 	+2(??? − ???) ????? 	+(??? − ???) ????	+(?? − 3????) ???,??? 	+2??? ???? E?  
						?? = ??? 1?? 	−2??? ???,??? 	−2???? ????? 	+???? 1??? 	−2??? ???,??? 	+?? 1????? 
(3.51) 
Equivalentemente scritta in maniera più compatta come:                       
 
											
???
??
??	
???????,? E?⁄??? E?⁄????????,? E?⁄????
	
???
??
?? = [?]
????
???	
1 ??⁄???,? ??⁄??? ??⁄1 ???⁄???,? ??⁄1 ??⁄
	
????
???	             (3.52) 
 
Con: 
 
[?] =
???
???
?? −2??? −2???? ???? −2??? ??−2??? +(?? − 3????) −2(??? − ???) −(??? − ???) 3???? − ?? 2???−???? ??? − ??? ?? + ?? ???? ??? − ??? −????4???? −4(??? − ???) −8???? ?? + ??−2???? −4(??? − ???) 4????−2??? 3???? − ?? 2(??? − ???) ??? − ???	 ?? − 3???? 2????? 2??? −2???? ???? −2??? ?? ???
???
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3.2.2 Rappresentazione di Tsai e Pagano 
Le formule del capitolo precedente mostrano una particolarità propria 
dei compositi; ovvero la difficoltà nel rappresentare le quantità che 
descrivono il comportamento elastico in un riferimento qualsiasi. 
Nello studio e nella progettazione dei laminati infatti, è 
fondamentale valutare globalmente sia la resistenza elastica, sia quella 
termica di tutti gli strati che compongono la lastra; questi vari piani di 
materiale, sovrapposti ed unificati tra loro secondo diverse tecniche e 
processi specialistici, posseggono differenti proprietà nelle varie 
direzioni, in particolare, il riferimento principale di ogni strato (in 
genere di ortotropia) è orientato in maniera differente rispetto agli altri 
ed è invece necessario, relazionarli tutti ad un unico riferimento 
globale. 
Questo è dovuto proprio alla progettazione ottimale di codesti 
laminati, che a seguito di accurati studi, vengono assemblati per 
ottenere la miglior risposta possibile in base all’uso che se ne voglia 
fare. Tutto ciò comporta quindi una relazione tra numerosi e differenti 
sistemi di riferimento, che necessita di una rappresentazione molto più 
agevole per ricavare le componenti nella nuova terna cartesiana di 
riferimento in maniera immediata e possibilmente, sfruttando elementi 
invarianti che posseggano un significato fisico ben preciso. 
A tal fine, numerosi studiosi si sono dedicati alla ricerca di una 
rappresentazione dell’anisotropia più efficace, basata su quantità 
diverse dalle componenti cartesiane o dalle costanti tecniche.  
Una rappresentazione alternativa dell’elasticità anisotropa, in 
dimensione 3, è per esempio quella esposta da Rychlewski,1984; 
mentre in elasticità bidimensionale vi sono stati due tentativi 
alternativi di una certa importanza; il primo è quello che fa uso dei 
parametri di Tsai e Pagano, il secondo è rappresentato invece dal 
metodo polare di Verchery. 
 
Si comincia valutando il primo metodo, utilizzato in numerose 
circostanze, soprattutto per la progettazione dei laminati in composito. 
Tsai e Pagano (1968) hanno ingegnosamente rimaneggiato le 
equazioni che governano la trasformazione della matrice di rigidezza 
piana attraverso sistemi generici di riferimento, per ricavare una più 
semplice comprensione delle conseguenze dovute ad una certa 
rotazione per uno strato interno di un laminato, piuttosto che un’altra.  
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Utilizzando le varie identità trigonometriche tra le potenze del seno e 
coseno e le formule di duplicazione per le medesime funzioni, sono 
riusciti a ridurre l’espressione delle componenti della matrice di 
rigidezza in un riferimento qualsiasi ??, ?, ??	alla seguente: 
 
????
???	
Q??Q??Q??Q??Q??Q??
	
????
??? =
???
???
???	
1 cos2ϑ cos4ϑ 0 0 −2sin2ϑ −sin4ϑ0 0 −cos4ϑ 1 0 0 sin4ϑ0 12 sin2ϑ sin4ϑ 0 0 cos2ϑ cos4ϑ1 −cos2ϑ cos4ϑ 0 0 2sin2ϑ −sin4ϑ0 12 sin2ϑ −sin4ϑ 0 0 cos2ϑ −cos4ϑ0 0 −cos4ϑ 0 1 0 sin4ϑ
	
???
???
???	
???
??
??	
U?U?U?U?U?U?U?
	
???
??
??	
 
 (3.53) 
 
Si faccia attenzione al fatto che l’angolo di rotazione di Tsai e Pagano 
è definito in maniera opposta a quanto fatto fino ad ora, ovvero deve 
essere preso in senso orario; questo comporta che i termini contenenti 
il seno debbano essere cambiati di segno. 
Il vantaggio della scrittura per queste equazioni di 
trasformazione, nella forma espressa in (3.53), è quello di ottenere 
termini Q??,	Q??,Q?? e ,	Q?? invarianti per rotazioni attorno all’asse z 
(perpendicolare alla lamina); questa agevolazione è di grande utilità 
quando si vada ad esaminare la prospettiva di orientamento di una 
lamina ad un angolo generico, per il raggiungimento di una certa 
rigidezza del profilo. 
Ad esempio il termine: 
 Q?? = U? + U?	???	2? + U? cos 4?												(3.54) 
 
Può essere decomposto nelle sue componenti nel metodo 
grafico delle figura 3.5-3.6; dove, si vede che il valore di Q?? è 
determinato per mezzo di una costante U?, sommata a due quantità 
variabili in funzione di	?, una che muta con piccola frequenza ed 
un’altra che varia con più alta frequenza. La parte dovuta ad U? 
corrisponde ad una efficace misura della rigidezza posseduta dalla 
lamina nell’applicazione progettuale, proprio perché non è influenzata 
dall’orientazione.  
Il concetto di invarianza è molto utile nello studio di laminati; i 
quali infatti, sono composti da una serie di strati sovrapposti con varie 
orientazioni ed orditure per il raggiungimento di certi valori dei 
moduli elastici. Tale composizione del materiale e quindi la 
conseguente configurazione strutturale, comunque, va a scapito delle 
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capacità nelle altre direzioni. Ad esempio, osservando la natura di Q??, appare evidente che ricercando la voluta rigidezza in una 
direzione, questo comporti il conseguimento, nelle altre parti,  di 
rigidezze via via più basse, fino al raggiungimento del valore di Q??, 
come si vede nell’esempio di figura 3.5 - 3.6. 
 
 
 
 
Figura 3.5 andamento di Q?? per legno d’abete 
 
 
Nelle Figure 3.6a - 3.6b - 3.6c può vedersi la decomposizione di Q??, tramite 
le componenti di Tsai e Pagano, per legno d’abete 
 
 
 
Figura 3.6a      U? parametro costante 
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Figura 3.6b     andamento di U? cos 2? in funzione di ? 
 
 
Figura 3.6c      andamento di U? cos4? in funzione di ? 
 
Ecco mostrata l’utilità ed il motivo della ricerca di una 
rappresentazione che faccia uso di termini invarianti. 
  
In particolare, per materiali ortotropi, nella rappresentazione di Tsai e 
Pagano compaiono esclusivamente i primi cinque parametri, ovvero: 
 
 U? = ???????????????????? ,            U? = ????????  , 
 
 U? = ?????????????????? 	, 					U? = ??????????????????  
 
 U? = ??????????????????             (3.55) 
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Nel caso invece, si voglia descrivere un materiale completamente 
anisotropo, è necessario ricorrere a tutti e 7 i parametri complessivi (si 
devono utilizzare anche U? e U?, che evidentemente saranno nulli nel 
caso di materiali ortotropi).  
 U? = ????????  ,											U? = ????????   						(3.56) 
 
Questi 7 coefficienti non sono tutti indipendenti tra loro, ovviamente, 
poiché si sta utilizzando 7 quantità per esprimerne 6; ad esempio può 
dimostrarsi che: 
 U? = ??????  				(3.57) 
 ?? = ??? + ??? + 2??? = ??? + ??? + 2??? = 2(U? + U?)  						(3.58) 
 ?? = ??? − ??? = ??? − 2??? = U? − U?  						(3.59) 
 
Dove le (3.58) e (3.59) rappresentano gli unici invarianti per 
una lamina con comportamento ortotropo JONES (1996). 
 
Quindi, contrariamente a quanto erroneamente a volte si afferma nei 
testi, o comunque viene a crearsi un fraintendimento della parola 
invariante, i parametri U?, non sono tutti invarianti tensoriali; si può 
infatti dimostrare che i parametri U? e U? siano dipendenti dal 
riferimento.  
Un ultimo inconveniente di questa rappresentazione è che i 
parametri U? non hanno nessun significato fisico diretto e questo non 
premette di esprimere con efficacia alcune proprietà elastiche 
possedute dai materiali, come ad esempio le simmetrie. 
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3.2.3 I parametri polari di Verchery 
 
Verchery (1979) propose una rappresentazione alternativa 
dell’anisotropia bidimensionale, utilizzando una trasformazione di 
variabile complessa da lui introdotta; il ragionamento alla base di 
questa teoria era basato sulla ricerca di un gruppo di invarianti 
indipendenti per un tensore piano. 
Questo metodo polare si fonda, in realtà, in qualcosa di 
veramente classico nella fisica matematica; ovvero una trasformazione 
complessa (questo è anche il motivo per cui tale metodo funziona 
esclusivamente per problemi di sforzo piano). L’utilizzo di invarianti 
può aiutare nel porre sotto una nuova luce l’anisotropia; inoltre è di 
grande aiuto nella progettazione di laminati compositi, dove lavorando 
con riferimenti differenti da quelli principali, l’anisotropia gioca un 
ruolo fondamentale (infatti tutte le proprietà sono variabili con la 
direzione). Gli invarianti tensoriali sono quantità connaturate al dato 
materiale; in alcuni casi, soprattutto per la progettazione, è molto più 
conveniente utilizzare queste proprietà anziché valori che cambino al 
variare del riferimento. 
Il metodo polare si presta bene anche per la rappresentazione 
delle proprietà intrinseche possedute da un corpo anisotropo, dando 
così la possibilità di catalogare ed assegnare a certi corpi dei 
comportamenti e delle caratteristiche ben precise. 
 
Nel cosiddetto metodo polare, come Verchery stesso ha chiamato 
questo approccio, le componenti di un tensore ? del 4° ordine del tipo 
dell’elasticità in ℝ? (sia di rigidezza, sia di cedevolezza) sono espresse 
in funzione di 5 invarianti tensoriali indipendenti e di un angolo, che 
fissa il riferimento. Questo metodo è stato successivamente sviluppato 
da Verchery e Vannucci (si vedano riferimenti bibliografici), in 
particolare per l’analisi dei laminati, ed il tensore del quarto ordine è 
stato rinominato ?, ma la espressione delle componenti è rimasta 
invariata; ovvero: 
 																									????? =			?? + 2?? + ?? cos 4Φ? + 4?? cos 2Φ?; 																									????? =																									 ?? sin 4Φ? + 2?? sin 2Φ? ; 																									????? = −?? + 2?? − ?? cos 4Φ?; 																									????? = 			?? 												− ?? cos 4Φ?;  																									????? =																					−?? cos 4Φ? + 2?? cos 2Φ? ; 																									????? =			 ?? + 2?? + ?? cos 4Φ? − 4?? cos 2Φ? ; 
(3.60) 
                               Parte isotropa                  Parte anisotropa    
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Dalla (3.60) può trarsi che, il tensore T utilizzato nel metodo polare 
per valutare rapidamente l’andamento del legame costitutivo al variare 
del sistema di riferimento, può essere suddiviso in due aliquote. Un 
primo contributo rappresentativo della parte isotropa, ed un’altra 
aliquota, sommata alla precedente, che costituisce invece la parte 
anisotropa. Questa ripartizione, consente di effettuare molte 
considerazioni sulle conseguenze dovute all’anisotropia e la gestione 
degli effetti che essa comporta. 
 
I 4 moduli ??,	??,	??,	?? e la differenza dei due angoli polari Φ? −Φ? 
sono degli invarianti tensoriali; il loro valore è legato a quello delle 
componenti cartesiane nel riferimento ???, ??, ??? dalle relazioni 
inverse delle precedenti, che in forma complessa sono: 
 											8?? 												= ????? − 2????? + 4????? + ????? 											8?? 												= ????? + 2????? 																		+ ????? 											8??	????? = ????? − 2????? − 4????? + ????? + 4?(????? − ?????) 											8??	????? = ????? 																																				+ ????? + 2?(????? − ?????) 
 
(3.61) 
 
Fissare un riferimento, consiste dunque nel fissare uno dei due angoli 
polari; nel caso di un materiale ortotropo, fissare Φ? = 0 equivale a 
scegliere come ?? l’asse secondo cui ?? > ??, ed è la scelta 
normalmente fatta. 
I vantaggi del metodo polare sono essenzialmente due, e 
riguardano il cambiamento di riferimento ed il significato meccanico 
dei parametri polari. 
 
Infatti, si dimostra che nel passaggio al riferimento ??, ?, ?? le nuove 
componenti cartesiane si ottengono semplicemente sottraendo 
l’angolo di rotazione degli angoli polari: 
 														????? =			 ?? + 2?? + ?? cos 4(Φ? − ?) + 4?? cos 2(Φ? − ?); 														????? =																									 ?? sin 4(Φ? − ?) + 2?? sin 2(Φ? − ?) ; 														????? = −?? + 2?? − ?? cos 4(Φ? − ?); 														????? = 			?? 												− ?? cos 4(Φ? − ?); 														????? =																					−?? cos 4(Φ? − ?) + 2?? cos 2(Φ? − ?) ; 														????? =			 ?? + 2?? + ?? cos 4(Φ? − ?) − 4?? cos 2(Φ? − ?) ; 
 
(3.62) 
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Inoltre, gli invarianti polari sono legati alle simmetrie elastiche, 
caratterizzandole in modo invariante; si dimostra in effetti che si 
hanno le seguenti condizioni necessarie e sufficienti di simmetria 
elastica nel piano: 
 
Ortotropia ordinaria ⇔ 	?? − ?? = ? ??? ,					???	? = 0,1	 
 
 Ortotropia      ?? ⇔ ?? = 0 
 
Ortotropia quadrata ⇔ ?? = 0 
 
Isotropia ⇔ ?? = ?? = 0 
 
Dove ? assieme a ? = ??/?? determina la qualità dell’ordinaria 
ortotropia. 
L’utilizzo di queste relazioni riesce utile soprattutto nel caso in 
cui si voglia analizzare per via analitica certe proprietà elastiche 
possedute dai laminati; in particolare per le fasi di progetto dei 
laminati stessi rispetto alle loro proprietà elastiche. 
 
In particolare può dimostrarsi che da questo tensore del quarto ordine, 
ricavando le nuove componenti cartesiane a seguito della rotazione del 
sistema di riferimento, è possibile ricavare il cerchio di Mohr! 
 
 
Figura 3.7 VANNUCCI (2013) 
Equivalenza tra il cerchio di Mohr ed il metodo polare; in particolare 
per la rappresentazione della parte isotropa. 
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3.3 Esempi applicativi su materiali 
Nel seguito si valuteranno graficamente gli andamenti delle costanti 
tecniche per alcuni dei materiali non isotropi più utilizzati; ciò verrà fatto 
tramite i metodi di rappresentazione introdotti nelle pagine precedenti 
3.3.1 Impostazione degli esempi e della loro modellazione 
 
L’analisi dei moduli elastici per materiali non isotropi, in particolare 
quelli con comportamento ortotropo, assume rilevanza nel caso di 
materiali compositi, del legno o dei laminati. Come ben noto, per il 
legno esistono direzioni preferenziali per gli sforzi, proprio per la loro 
natura; i materiali compositi, invece (a volte identificati come la 4° 
categoria di materiali) sono ottenuti miscelando o incollando due o più 
materiali mutuamente insolubili dei quali uno costituisce la matrice, 
che agisce da legante, e gli altri la carica, che può agire da rinforzo, 
destinato a migliorare rigidezza e resistenza nel caso dei materiali 
strutturali, o da riempitivo, destinato a migliorare proprietà di vario 
genere, quali resistenza alla fiamma, all’abrasione, all’impatto… 
Nella maggior parte dei casi, la matrice è costituita da un 
materiale polimerico, metallico o ceramico; la carica invece, può 
essere costituita da fibre lunghe, fibre corte o particelle. La maggior 
parte dei materiali compositi destinati alla costruzione hanno un 
rinforzo costituito da fibre lunghe di materiali come vetro, carbonio 
boro o Kevlar. L’introduzione delle fibre è dovuta al fatto che i 
materiali ridotti in fibre di diametri dell’ordine di 5 ÷ 15	?? (vetro, 
carbonio, Kevlar) o dei 100 ÷ 200	?? (boro), presentano proprietà 
meccaniche molto più elevate grazie alla minore presenza di difetti 
nella struttura cristallina. 
Le fibre introdotte non hanno però un comportamento isotropo, 
ma prevalentemente ortotropo; ecco così giustificato il motivo per cui 
si analizzeranno anche questi particolari materiali nel seguito.  
Nello specifico, si ricaveranno i valori delle costanti elastiche 
per qualsiasi direzione nel piano, tramite la legge di trasformazione 
per le componenti cartesiane espresse dalle (3.52) o equivalentemente 
le (3.53) e si mostrerà le loro peculiarità tramite delle 
rappresentazioni. Per i medesimi materiali, inoltre, si riporteranno i 
grafici ricavati da VANNUCCI (2008) tramite la rappresentazione 
tridimensionale ed il metodo polare, esposto nel capitolo precedente.  
Ovviamente si svilupperanno rappresentazioni bidimensionali, 
per due motivi, il primo poiché risulta molto più semplice questa 
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rappresentazione e molto meno macchinosa; si noti inoltre, che la 
rappresentazione polare può essere utilizzata esclusivamente in un 
caso piano poiché fa ricorso ad una trasformazione in numeri 
complessi. Il secondo motivo si potrà dedurre dalle rappresentazioni 
stesse e consiste nella poca utilità dei grafici tridimensionali, i quali 
risulteranno “di bell’aspetto” ma non consentiranno di comprendere a 
pieno il significato delle costanti tecniche.  
Si noti inoltre, che non verranno riportati i grafici dei parametri 
di Tsai e Pagano relativi ai medesimi materiali poiché, come già 
descritto, questi coefficienti non riescono ad esprimere un significato 
fisico compiuto (nel caso si fosse comunque interessati alla loro 
ricerca basterà semplicemente procedere come fatto alle pagine 85 – 
86 ricavando dalle (3.55) e (3.56) i valori dei suddetti parametri). 
3.3.2 Materiale ortotropi 
Nel seguito si illustreranno le rappresentazioni grafiche dei moduli 
elastici caratterizzanti i legami costitutivi di svariati materiali ortotropi 
(in realtà con diverse tipologie di ortotropia); i dati e le 
rappresentazioni polari dei suddetti materiali sono tratte da 
VANNUCCI (2008). 
 
 
3.3.2.1 Legno d’abete 
Lastre di legno d’abete, fonte: Lekhnitskii 
 
[?] = ?	 10 0.004 00.004 0.42 00 0 0.75	?																	(3.71) 
 
Parametri cartesiani: ?? = 10	???, 		?? = 0.42	???, 		??? = 0.75	???,	 ??? = 0.01, 			??,?? = ??,?? = 0 
 
Parametri di Tsai e Pagano: ?? = 4.28	???, 		?? = 4.79	???, 		?? = 0.93	???, ?? = 0.93	???, 		?? = 1.68	???,			?? = ?? = 0. 
 
Parametri Polari: ?? = 1.68	???,			?? = 1.30	???,			?? = 0.93	???, ?? = 1.19	???, ?? = 0°, ?? = 0°. 
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Figura 3.8  
VANNUCCI (2008)  
Grafici tridimensionale dei 
moduli elastici per legno 
d’abete. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.9 VANNUCCI (2008) 
Grafici polari dei moduli elastici per legno d’abete 
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Figura 3.10  
Grafico cartesiano dei moduli elastici per legno d’abete (??, ??) 
 
 
Figura 3.11 
Grafico cartesiano dei moduli elastici per legno d’abete (??, ??,??, ??,??) 
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3.3.2.2 Boro-epoxy B(4)/5505 Vf=0.5 
 
Fonte: Tsai e Hahn 
 
[?] = ?	206 4.27 04.27 18.59 00 0 5.59	?																	(3.72) 
 
Parametri cartesiani: 
 ?? = 205	???, 		?? = 18.5	???, 		??? = 5.59	???,	 
 ??? = 0.23, 			??,?? = ??,?? = 0 
 
Parametri di Tsai e Pagano: 
 ?? = 88.08	???, 		?? = 93.71	???, 		?? = 24.21	???, 
 ?? = 28.48	???, 		?? = 29.80	???,			?? = ?? = 0. 
 
Parametri Polari: 
 ?? = 29.80	???,			?? = 29.14	???,			?? = 24.21	???, 
 ?? = 23.42	???, ?? = 0°, ?? = 0°. 
 
 
 
Figura 3.11 VANNUCCI (2008) 
Grafici polari dei moduli elastici per boro-epoxy 
 
 
 
 
 
 
96 Capitolo 3 
 
Figura 3.12  
Grafico cartesiano dei moduli elastici per boro epossidico (??, ??) 
 
 
 
Figura 3.13 
Grafico cartesiano dei moduli elastici per boro epossidico 
(??, ??,??, ??,??) 
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3.3.2.3 Carbonio-epoxy T300/5208 Vf=0.7 
 
Fonte: Tsai e Hahn 
 
[?] = ?	181.8 2.89 02.89 10.35 00 0 7.17	?																	(3.73) 
 
Parametri cartesiani: 
 ?? = 181	???, 		?? = 10.3	???, 		??? = 7.17	???,	 
 ??? = 0.28, 			??,?? = ??,?? = 0 
 
Parametri di Tsai e Pagano: 
 ?? = 76.36	???, 		?? = 85.72	???, 		?? = 19.71	???, 
 ?? = 22.60	???, 		?? = 26.88	???,			?? = ?? = 0. 
 
Parametri Polari: 
 ?? = 26.88	???,			?? = 24.74	???,			?? = 19.71	???, 
 ?? = 21.43	???, ?? = 0°, ?? = 0°. 
              
            
          
 
Figura 3.14 VANNUCCI (2008) 
Grafici polari dei moduli elastici per carbonio-epoxy 
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Figura 3.15  
Grafico cartesiano dei moduli elastici per carbonio epossidico (??, ??) 
 
 
 
Figura 3.16 
Grafico cartesiano dei moduli elastici per carbonio epossidico 
(??, ??,??, ??,??) 
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3.3.2.4 Vetro-epoxy scotchply Vf=0.45 
 
Fonte: Tsai e Hahn 
 
[?] = ?	39.17 2.18 02.18 8.39 00 0 4.14	?																	(3.74) 
 
Parametri cartesiani: 
 ?? = 38.6	???, 		?? = 8.27	???, 		??? = 4.14	???,	 
 ??? = 0.26, 			??,?? = ??,?? = 0 
 
Parametri di Tsai e Pagano: 
 ?? = 20.45	???, 		?? = 15.39	???, 		?? = 3.33	???, 
 ?? = 5.51	???, 		?? = 7.47	???,			?? = ?? = 0. 
 
Parametri Polari: 
 ?? = 7.47	???,			?? = 6.49	???,			?? = 3.33	???, 
 ?? = 3.85	???, ?? = 0°, ?? = 0°. 
  
 
 
 
Figura 3.17 VANNUCCI (2008) 
Grafici polari dei moduli elastici per vetro-epoxy scotchply 
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Figura 3.18  
Grafico cartesiano dei moduli elastici per vetro epossidico scotchply 
(??, ??) 
 
 
Figura 3.19 
Grafico cartesiano dei moduli elastici per vetro epossidico scotchply 
(??, ??,??, ??,??) 
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3.3.2.5 Vetro-epoxy con rinforzo in tessuto 
 
Fonte: Jones 
 
[?] = ?	 58 4.82 04.82 19.3 00 0 14.14	?																	(3.75) 
 
 
Parametri cartesiani: 
 ?? = 56.8	???, 		?? = 18.9	???, 		??? = 14.14	???,	 
 ??? = 0.25, 			??,?? = ??,?? = 0 
 
Parametri di Tsai e Pagano: 
 ?? = 37.26	???, 		?? = 19.35	???, 		?? = 1.39	???, 
 ?? = 6.21	???, 		?? = 15.52	???,			?? = ?? = 0. 
 
Parametri Polari: 
 ?? = 15.53	???,			?? = 10.87	???,			?? = 1.38	???, 
 ?? = 4.84	???, ?? = 0°, ?? = 0°. 
 
              
 
 
 
Figura 3.20 VANNUCCI (2008) 
Grafici polari dei moduli elastici per vetro-epoxy con rinforzo in tessuto 
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Figura 3.21  
Grafico cartesiano dei moduli elastici per vetro epossidico con 
rinforzo in tessuto (??, ??) 
 
 
 
Figura 3.22 
Grafico cartesiano dei moduli elastici per vetro epossidico con 
rinforzo in tessuto (??, ??,??, ??,??) 
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3.3.2.6 Vetro-epoxy con rinforzo in tessuto equilibrato 
 
Fonte: Tsai e Hahn (ortotropia cubica) 
 
[?] = ?	22.93 5.73 05.73 22.93 00 0 7	?																	(3.76) 
 
Parametri cartesiani: 
 ?? = ?? = 21.5	???, 		??? = 7	???,			??? = 0.25, 			??,?? = ??,?? = 0 
 
Parametri di Tsai e Pagano: 
 ?? = 22.13	???, 		?? = 0	???, 		?? = 0.8	???, 
 ?? = 6.53	???, 		?? = 7.80	???,			?? = ?? = 0. 
 
Parametri Polari: 
 ?? = 7.8	???,			?? = 7.17	???,			?? = 0.80	???, 
 ?? = 0	???, ?? = 0°, ?? = 0°. 
 
 
 
 
 
Figura 3.23 VANNUCCI (2008) 
Grafici polari dei moduli elastici per vetro-epoxy con rinforzo in tessuto 
equilibrato 
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Figura 3.24  
Grafico cartesiano dei moduli elastici per vetro epossidico con 
rinforzo in tessuto equilibrato (??, ??) 
 
 
 
Figura 3.25 
Grafico cartesiano dei moduli elastici per vetro epossidico con 
rinforzo in tessuto equilibrato (??, ??,??, ??,??) 
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3.4 Conclusioni  
Uscendo dal caso dei materiali lineari isotropi omogenei studiati nei 
corsi di Scienza delle Costruzioni, si apre un mondo complesso da 
districare, in cui è necessario un notevole sforzo per comprendere e 
schematizzare quei comportamenti e quelle proprietà che prima erano 
del tutto ignote. Per questi materiali, che si discostano dal caso 
classico è richiesta una trattazione a parte, incompleta per il momento, 
che presenta molte più difficoltà ed è ancora in fase di sviluppo; 
nonostante le problematiche causate da tutto ciò, la teoria dei 
comportamenti non isotropi, può avere una grande importanza al fine 
della ricerca e dell’utilizzo di nuovi materiali, per applicazioni 
avanzate in ogni campo dell’ingegneria, non solo come una sfida 
teorica per gli scienziati delle costruzioni.  
Inoltre, approfondendo la trattazione dei materiali anisotropi, si 
è in grado di comprendere espressioni di tipo generale, che inglobano 
e forniscono, se semplificate, le medesime relazioni già note per i 
materiali isotropi; ciò aiuta a comprendere meglio la natura ed i 
principi dietro a molte delle formule comunemente usate dagli 
ingegneri. 
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